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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die d-Schritt-Vermutung mit Hilfe von orientierten Matro-
iden zu untersuchen, dazu wird die Cokreisvermutung iiber orientierte Matroide aufge-
stellt, die eine Verallgemeinerung der d-Schritt-Vermutung darstellt.

Die d-Schritt-Vermutung ist eine Spezialisierung der Hirsch-Vermutung, die 1957 von
Warren Hirsch aufgestellt wurde. Sie beschéftigt sich mit der Frage, wie sich der Durch-
messer §(P) eines Polytops P in Abhéngigkeit der Anzahl seiner Seiten verhilt. Hirsch
vermutete, dass fiir ein d-Polytop mit n Seiten der Durchmesser 6(P) < (n — d) ist.
Spéter wurde gezeigt, dass es fiir Aussagen iiber die Hirsch-Vermutung ausreichend ist,
Dantzigfiguren zu betrachten. Da jede Dantzigfigur genau 2d Seiten hat, ldsst sich die
Vermutung von Hirsch fiir Dantzigfiguren als 6(P) = d schreiben. Deshalb wird die
Hirsch-Vermutung fiir Dantzigfiguren als d-Schritt- Vermutung bezeichnet. Bis heute ist
nicht bekannt, ob die Hirsch-Vermutung fiir beliebige n gilt, jedoch bewiesen V. Klee
und D. W. Walkup [KW67] die Hirschvermutung fiir n — d < 5. Es sind heute weitere
Vermutungen bekannt, die dquivalent zur Hirsch-Vermutung sind: in der von V.Klee und
P.Wolfe aufgestellten ,non-revisiting path conjecture” wird vermutet, dass es in jedem
Polytop einen Weg zwischen je zwei Knoten u und v gibt, der keine Seite erneut betritt,
die er schon einmal verlassen hat. Im Gegensatz zur ,non-revisiting path conjecture,
deren Aussage ebenfalls iiber Polytope formuliert ist, gibt es auch zur Hirsch-Vermutung

dquivalente Vermutungen, die nicht aus der Polytopetheorie stammen. Ein Beispiel ist
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die Simplex-Austausch-Vermutung, die sich mit simplizialen Basen beschéftigt.

Die Theorie der orientierten Matroide wurde 1978 von Jon Folkman, Jim Lawrence,
Robert G. Bland und Michel Las Vergnas (siehe [FL78] und [BLV78|, zitiert in [Zie95,
S.149]) unabhéngig voneinander eingefiihrt. Orientierte Matroide kénnen iiber verschie-
dene mathematische Strukturen, wie z.B. Graphen, Hyperebenenarrangements oder
Punktkonfigurationen definiert werden.

Zu Beginn wird dem Leser eine Einfiihrung in die Theorie der orientierten Matroide
gegeben, wobei fiir diese Arbeit der Zugang iiber Punktkonfigurationen gew#hlt wird.
Desweiteren werden die grundlegenden Eigenschaften von Polytopen erldutert und er-
klart, wie Polytope mit Hilfe orientierter Matroide beschrieben werden kénnen. In Vor-
bereitung auf den Beweis der Cokreisvermutung werden einige Lemmata bewiesen, die
fiir beliebige Dimension gelten. Diese werden dann verwendet, um die Cokreisvermutung

fiir Dimension 3 und 4 zu beweisen.



1 Orientierte Matroide

Zur mathematischen Struktur der orienterten Matroide kann auf verschiedene Arten Zu-
gang gefunden werden. Eine Moglichkeit bietet die Betrachtung von gerichteten Graphen,
andere Herangehensweisen sind {iber Punktkonfigurationen und Hyperlinien-
arrangements moglich.

Fiir die Betrachtungen dieser Arbeit wird der Zugang iiber Konfigurationen von Punk-
ten, die den R? affin aufspannen, gewihlt. Bevor jedoch der Begriff des orientierten
Matroids formal definiert wird, ist es notwendig, sich zundchst mit solchen Punktkonfi-

gurationen zu beschéftigen.

1.1 Punktkonfigurationen

Sei P = {p1,p2,...,pn} C R? eine endliche Menge von n Punkten, die den R? affin
aufspannen. Dabei werden nur Punkte in allgemeiner Lage betrachtet, d.h. auf einer
d-dimensionalen Ebene liegen hochstens d + 1 Punkte.

Jede Menge von Punkten des affinen Raumes R? kann in den R4*! eingebettet werden,
indem alle Punkte aus P auf eine d-dimensionale Hyperebene im R%*! gelegt werden.
Die zu einer Punktmenge P gehorige Menge V' C RY*! von eingebetteten Punkten ist

definiert als

1
V=< vy = ,pi € P 3 CR¥!. Diesoin den R¢*! eingebetteten Punkte konnen
Pi



1 Orientierte Matroide
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Abbildung 1.1: Konvexe Hiille der Punkte aus P

als Vektoren des R%*! aufgefasst werden.

Beispiel 1.1. Dieses Beispiel zeigt eine Menge von Punkten des R?, und ihre Einbettung

R3,
1 2 1 -2 -1 '
Sei P = , , , , eine Menge von 5 Punkten im R2.
-1 0 1 1 -1
V ist dann die Menge der 5 zugehorigen Vektoren:
1 1 1 1 1
V = 1 3 2 3 1 ’ -2 ’ -1
-1 0 1 1 -1

Die Abbildungen 1.1 und 1.2 zeigen die Menge Punkte aus P, und thre Finbettung in
den R? als Vektoren aus V.

In Hinblick auf die Betrachtungen iiber duale orientierte Matroide in Abschnitt 1.3

wird an dieser Stelle der Begriff der dualen Konfigurationen eingefiihrt.

Definition 1.2. Sei P eine Menge von Punkten, die den R¢ affin aufspannen, und V
die Menge von Vektoren, die P in den R?*! einbettet.

Sei weiterhin V' C (R"~¢71)* eine Menge von Vektoren, derart, dass der Raum der
linearen Abhingigkeiten von V das orthogonale Komplement des Raumes der linearen

Abhingigkeiten von V ist. Dann heiit V' Gale Transformierte von V.



1.1 Punktkonfigurationen
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Abbildung 1.2: Einbettung der Punkte aus P in den R?

V kann wie folgt aus V' berechnet werden:

V kann als ((d + 1) x n)-Matrix aufgefasst und in die Form V' = (I;41|M) gebracht

— — M
werden. Dann ist V eine (n x (n — d))-Matrix mit V =

“in—d
Es ist moglich, die Dimension der Gale Transformierten um eins zu reduzieren. Dazu
werden die Vektoren so skaliert, dass sie alle auf einer (n — d — 2)-dimensionalen Ebene

liegen. Dafiir kann ein Vektor z gefunden werden, so dass 7,z # 0 f.a. 7; € V.

Definition 1.3. Die Menge P = {p, = ﬁﬁ:z|62 €V} C{ce (R %1)*cx = 1} heift

affines Gale Diagramm. Ein Punkt p; heiit positiv, fallsv;z > 0 und negativ, falls v;z < 0.

Beispiel 1.4. Se:

1 0 0 —1 0 0
P = 0 I 1 Y 0 Y 0 I _1 ’ 0
0 0 1 0 0 -1
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111 1 1 1 1 0
0 0 —1 — -1 -1
Dann ist V = und V =
010 0 -1 0 0 1
001 0 0 -1 1 0
\-1 -1
Um das affine Gale Diagramm zu berechnen, kann der Vektor x = verwendet

1
werden. Dann ist P = {(0,1),(1,0), (3,3),(0,1),(1,0), (3, 3)}. Die Abbildungen 1.3, 1.4
und 1.5 zeigen die genannten Mengen. Dabei wird fir das affine Gale Diagramm in
Abbildung 1.5 die Konvention, dass positive Punkte als schwarze Punkte, und negative

Punkte als weiffe Punkte in ein Diagramm eingezeichnet werden, verwendet.

Abbildung 1.3: Punkte aus P

1.1.1 Affine Abhangigkeiten

Definition 1.5 (Lineare Abhiingigkeit). Eine Menge von Vektoren V = {vq,..., v}
C R ist linear abhingig, falls es Koeffizienten \y,..., )\, gibt, mit \; # 0 fiir ein
i €{l,....,k} und 3¢ \w; = 0.

10



1.1 Punktkonfigurationen
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Abbildung 1.4: Vektoren aus V

Abbildung 1.5: Punkte aus P

Definition 1.6 (Affine Abhingigkeit). Sei P = {py,...,p,} eine Menge von Punk-
ten. Eine Menge {pi,,...,p;,} C P, die den R? affin aufspannt, heifit affin abhingig,
falls es Koeffizienten ;. .., A, gibt, mit \;; # O fiir ein j € {1,...,k}, Z?Zl Ai;pi; =0
und Z?Zl Ai; = 0.

Ein Vektor A = (A1,...,A,) € R heifit affine Abhdngigkeit von P, falls A # 0, PA =0
und > A =0.

Lemma 1.7. Ist P eine Menge von Punkten, die den R? affin aufspannen und V die
Menge der Vektoren, die P in den R*! einbettet, dann ist V genau dann linear abhingig,

wenn P affin abhdngig ist.

11



1 Orientierte Matroide

Beweis. Sei V' linear abhingig, dann gilt Zle Av; = 0. Da fiir alle v; € V gilt, dass
v1; =1 und Ele Aivy; = 0, folgt Ele A; = 0. Damit ist P affin abhiingig.

Ist umgekehrt P affin abhingig, dann gilt Zle Aip; = 0. Damit gilt dann Zle Aivj; =0
f.a. 2 < j < k. Da auflerdem aus der affinen Abhéingigkeit von P Zf:k A; = 0 folgt, gilt
auch Zle Aiv1,; = 0. Somit ist V' linear abhéngig. O

In Beipiel 1.1 ist die Menge {po,ps,ps,ps} affin abhingig und der Vektor
(0,—6,7,—4,3) € R® ist eine affine Abhéngigkeit der Punktmenge P.

Die spiteren Betrachtungen in dieser Arbeit beschiftigen sich mit Polytopen. Da
fiir diese Betrachtungen nicht die genauen Koordinaten der Punkte aus P relevant
sind, sondern nur die Form des Polytops, reicht es aus, sich mit der Lage der Punk-
te zueinander zu beschéftigen. Dies bedeutet, dass nicht die affinen Abhéngigkeiten
A betrachtet werden miissen, sondern es ausreicht, sich auf ihre Vorzeichenvektoren
sign(\) = X € {4, —,0}/¥ zu beschriinken.

Die affine Abhéngigkeit (0,—6,7,—4,3) aus Beispiel 1.1 kann daher als
sign((0,—6,7,—4,3))=(0, —, +, —, +) geschrieben werden.

Definition 1.8 (Vektor). Sei P eine Menge von Punkten, die den R? affin aufspannen.
Der Vorzeichenvektor einer affinen Abhéngigkeit heifit Vektor von P. Die Menge aller
Vektoren wird mit V(P) := {X € {+, —, 0}/¥!| X = sign(\), X ist affine Abhingigkeit
von P} bezeichnet.

Die Menge der Vektoren V(P) kann auch verkiirzt als V geschrieben werden.

Definition 1.9. Sei X ein Vektor. Dann bezeichnet X+ = {i|z; = +} die Menge aller
Elemente mit positivem Vorzeichen, und X~ = {i|z; = —} die Menge aller Elemente
mit negativem Vorzeichen.

Sind die Mengen X+ und X~ eines Vektors gegeben, dann ergibt sich die Menge X°
als X ={1,...,n}\ (XTUX™). Ein Vektor kann auch als X = (X, X ™) geschrieben
werden.

Die Menge aller Elemente eines Vektors X, die nicht Null sind, wird als Trdger von X

12



1.1 Punktkonfigurationen

Abbildung 1.6: Schnittpunkt der konvexen Hiillen von X und X~

bezeichnet: supp(X) = (XTUX™).

Im oberen Beispiel ist X = (0,—,+, —, +), also ist Xt = {3,5}, X~ = {2,4} und
X0 ={1}

Definition 1.10. Sei P eine affin abhiingige Menge von Punkten im R?. P heisst mini-
mal affin abhdngig, falls jede echte Teilmenge von P affin unabhingig ist.

Sei M eine minimal affin abhingige Menge und X der zugehorige Vektor. Da M mi-
nimal affin abhéngig ist, kann es keine affin abhéingige Menge M’ geben, mit M' C M.
Daraus folgt, dass es keinen Vektor X' geben kann, mit supp(X’) C supp(X). Die
minimal affin abhingigen Mengen korrespondieren demnach zu den Vektoren mit inklu-

sionsminimalem Tréger.

Definition 1.11. Ein Vektor X € {4, —,0}/*l, der zu einer minimal affin abhingigen
Menge gehort, heifit Kreis.

Fiir einen Kreis X gilt, dass die konvexen Hiillen von X und X~ Simplizes sind und

sich genau in einem Punkt schneiden.

Beispiel 1.12. Der Vektor aus Beispiel 1.1 hat schon einen inklusionsminimalen Trdger,
ist also ein Kreis. Die konvexen Hiillen von {ps,ps} und {ps, ps} schneiden sich in genau

einem Punkt (siehe Abbildung 1.6).

13



1 Orientierte Matroide

1.1.2 Affine Funktionen

Eine weitere Moglichkeit, um Informationen iiber eine Punktkonfiguration von Punkten

im affinen Raum R? zu bekommen, ist die Betrachtung affiner Funktionen.

Definition 1.13. Eine Funktion f: R? — R mit f(z) = cz+2,c € (R)*, 2 e R, z € R
heiBt affine Funktion auf dem R?.

Anschaulich beschreibt jede dieser affinen Funktionen eine gerichtete Hyperebene H C
R4 !, die den R in einen positiven und einen negativen Halbraum zerteilt. Fiir jeden
Punkt in P kann festgestellt werden, ob er im positiven oder im negativen Halbraum
oder auf H selber liegt. Daher lassen sich fiir jede affine Funktion die folgenden Mengen

definieren:

Definition 1.14 (Covektor). Sei P eine Menge von Punkten, die den R¢ affin auf-
spannen, F = {1,...,|P|} und f: R? — R eine affine Funktion. Dann ist

Xt :={ie E|f(p: > 0)},

X :={i€ E|f(pi<0)} und

X0 = {i € B|f () = 0}

Das Tupel X = (X*, X7) heifit Covektor der Punktmenge P. Die Menge aller Covek-
toren wird als V*(P) = {X|X ist Covektor von P} bezeichnet.

Die Menge der Covektoren V*(P) kann auch verkiirzt als V* geschrieben werden.

Definition 1.15 (Cokreis). Sei P eine Menge von Punkten, die den R? affin aufspan-
nen, und f: R — R eine affine Funktion, die eine Hyperebene H definiert. Falls H von
Punkten aus P aufgespannt wird, so heifit das Tupel X = (X', X ™) Cokreis von P. Die
Menge aller Cokreise wird als C*(P) = {X|X ist Cokreis von P}, oder verkiirzt als C*,

bezeichnet.

Beispiel 1.16. Sei P die Menge der Punkte aus Beispiel 1.1. Als Beispiel betrachten

wir die beiden Funktionen fi, fo: R2 = R, fi(x1,22) = 21+ 2% und fo(z1, T2) = 1 — 5.

14



1.1 Punktkonfigurationen

FYY)
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Abbildung 1.7: Die iiber f; und f, definierten Hyperebenen H; und Ho

Fir fi und f2 ergeben sich die folgenden Funktionswerte:

filpr) = fo(pr) =2
fi(p2) =2, fo(p2) =
fi(ps) =3, fo(ps) =0
fi(ps) =0, f2(ps) = =3
fi(ps) = fo(ps) =0

Also definiert f1 den Covektor X1 = ({2,3},{1,5}) und fo den Covektor Xo = ({1, 2}, {4}).
Da die Hyperebene Hy von Punkten aus P (ps und ps) aufgespannt wird, ist Xy ein Co-

kreis.

Wie die Vektoren, konnen die Covektoren als Vorzeichenvektoren betrachtet werden.

Dann ist X € {+, —,0} %/ mit

+, 1€ Xt
Xi=9§ —, i€X™
0, sonst

Somit kann X; als X; = (—,+,+,0,+) und X, als Xy = (+,+,0, —,0) geschrieben

werden.

15



1 Orientierte Matroide

1.2 Axiomensysteme

Definition 1.17 (Kreisaxiome). Sei E eine Menge, dann ist C C {+, —, 0}/F! die
Menge von Kreisen eines orientierten Matroids M = (E,C), genau dann wenn sie die

folgenden Axiome erfiillt:

(Cl1) 0 ¢cC

(C2) XeCs-XeC

(C3) VX,Y € C: supp(X) C supp(Y) = X =Y oder X = -Y

(C4H VX, Y eC,X# Y undee XTNY~
17 € C, so dass
ZTC(XtuYt)\{e} und
2= C (X~ UY)\{e}

Orientierte Matroide kénnen nicht nur {iber die Menge der Kreise einer Punktmenge

P, sondern auch iiber die Menge ihrer Vektoren definiert werden. Dafiir sind zunéchst

die folgenden Definitionen nétig:

Definition 1.18. Seien X,Y € V Vektoren.
S(X,Y)={e|X(e) # Y(e) und X(e),Y (e) # 0} heiit trennende Menge von X und Y.

X, falls X, #0
(Xov). = 7
Y., sonst

Definition 1.19 (Vektoraxiome). Sei E eine Menge , dann ist V C {+, —, 0}/"! die
Menge von Vektoren eines orientierten Matroids, genau dann wenn sie die folgenden

Axiome erfiillt:
(V1) 0eV
(V2) X eV -XeV

(V3) X,)YeV=XoY eV

16



1.2 Axiomensysteme

(V4) VX, Y € Vund e € S(X,Y)
37 € V, mit
Ze, =0 und
Zr=(XoY)sfiralle f ¢ S(X,Y)

Wie im vorherigen Abschnitt besprochen, kann die Menge der Vektoren eines orien-
tierten Matroids M iiber die affinen Abhéngigkeiten der M zu Grunde liegenden Menge
P definiert werden. Es gibt aber auch orientierte Matroide, zu deren Vektorenmenge V

keine Punktmenge existiert, so dass V die Menge der affinen Abhéingikeiten bildet.

Definition 1.20 (Realisierbarkeit). Ein orientiertes Matroid M = (E, V) heifit reali-
sierbar, falls es eine Menge P C R? gibt, so dass V die Menge der affinen Abhingikeiten

von P ist.

Bemerkung 1.21. Wird der Begriftf des orientierten Matroids iiber Kreise definiert,
dann ist das orientierte Matroid M = (FE,C) realisierbar, falls es eine Menge P C R?

gibt, so dass C die Menge der minimalen Abhéngigkeiten der Menge P ist.

Definition 1.22 (uniformes orientiertes Matroid). Sei M = (E,C) ein orientiertes

Matroid. M heifit uniform, falls ein r € N existiert, mit |supp(C)| = r fiir alle C € C .

In uniformen orientierten Matroiden, haben also alle Kreise die gleiche Anzahl von
Elementen, die nicht Null sind. Damit folgt auch, dass jedes realisierbare orientierte
Matroid M = (P, C), wobei P eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage ist, uniform

ist.

Bemerkung 1.23. Genauso wie sich der Abschnitt 1.1 nur mit Punktkonfigurationen
in allgemeiner Lage beschéftigt, beziehen sich die weiteren Betrachtungen dieser Arbeit

nur auf uniforme orientierte Matroide.

Definition 1.24 (Rang). Sei M = (F,C) ein uniformes orientiertes Matroid, C' € C
und |supp(C)| = r + 1, dann heifit  der Rang von M.

17



1 Orientierte Matroide

Bemerkung 1.25. Wenn C die Menge der minimalen affinen Abhéngigkeiten einer
Punktmenge P C R? ist, dann ist der Rang r des uniformen orientierten Matroids
M = (P,C) gerade r = d + 1, da P eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage ist,

und daher immer genau d + 2 Punkte minimal affin abhéingig sind.

1.3 Dualitat

Ein interessanter Aspekt bei der Betrachtung von orientierten Matroiden ist der Begriff
der Dualitét. Zu jedem orientierten Matroid M 148t sich ein eindeutig bestimmtes duales

orientiertes Matroid M™* definieren.

Definition 1.26 (Orthogonalitit). Sei £ eine Menge und X,Y € {+, —, 0}/l zwei
Vorzeichenvektoren. X und Y sind orthogonal zueinander (X LY'), genau dann, wenn

eine der beiden Bedingungen erfiillt ist:
1. X, =0oder Y, =0, firallee € {1,...,|P|}
2. 3¢,je{l,...,|P|} mit X; =Y; #0und X; = -Y; #0.

Beispiel 1.27. Zur Verdeutlichung des Begriffs der Orthogonalitit betrachten wir die
beiden folgenden Beispiele:

1. Sei X =(0,+,—,0,0,+) und Y = (0,+,+,0,0,+), dann sind X und Y orthognal
zuetnander, weil 1 = 2 und j = 3 ewxistieren, mit Xo = Yy und X3 = —Y3 und

X5 # 0 und X3 # 0. Somit ist die Bedingung 2 erfullt.

2. Sei X = (0,+,—,0,0,+) und Y = (0,+,0,+,0,+), dann sind X und Y nicht

orthogonal zueinander, weil keine der beiden Bedingungen erfiillt ist.

Definition 1.28. Sei M = (E, C) ein orientiertes Matroid. C* = {Y € {4, —,0}/"I|3X €
C,mit X LY} wird als Menge der Cokreise von M bezeichnet.

18



1.3 Dualitét

Fiir den Fall, dass das orientierte Matroid M realisierbar ist, d.h. es eine Menge
P C R¢ existiert, deren affine Abhiingigkeiten den Kreisen von M entsprechen, ist die
Menge C* die Menge der in Abschnitt 1.1 definierten affinen Funktionen, die von Punkten

aus P definiert werden.

Definition 1.29 (Duales orientiertes Matroid). Sei M = (E,C) ein orientiertes
Matroid. Sei weiterhin C* die Menge von Cokreisen von M. Dann heiflit das orientierte

Matroid, dessen Kreise genau C* sind, duales orientiertes Matroid von M, und wird mit

M* bezeichnet.

Falls M = (P,C) realisierbar ist, und M* = (P,C*) das zugehérige duale orientierte
Matroid, dann ist P das in 1.3 definierten affine Gale Diagramm zu P.
Der in 1.29 eingefiihrte Begriff des dualen orientierten Matroids ist nur dann sinnvoll
definiert, wenn die Menge der Cokreise C* eines orientierten Matroids die Kreisaxiome
erfiillen. Dieses und weitere Erkenntnisse iiber duale orientierte Matroide, haben Bland

und Las Vergnas 1978 gezeigt:
Satz 1.30 (Bland und Las Vergnas). Sei M = (E,C) ein orientiertes Matroid. Dann

gilt:

1. Es gibt eine eindeutig definierte Menge C* von Cokreisen von M mit X 1Y, fir
alle X € C und Y € C*

2. Die Menge C* ist die Menge von Kreisen eines orientieren Matroids.
3. Es gilt M*™* =M

Fiir den Beweis dieses Satzes sei der Leser auf [BLVST99, S.115 ff.] verwiesen.
Fiir die Cokreise eines orientierten Matroids gelten demnach die Kreisaxiome. Aus die-
sem Grund werden die Kreisaxiome auch als Cokreisaxiome bezeichnet. Aus dem Rang
von M lésst sich der Rang fiir das zu M duale orientierte Matroid M* bestimmen.

Sei r der Rang von M. Da wir nur uniforme orientierte Matroide betrachten, hat jeder

19



1 Orientierte Matroide

Cokreis X € C* genau r — 1 Nullen. Somit gilt fiir alle Kreise X des dualen orientierten
Matroids M*, dass |supp(X)| =n—(r — 1), also ist r¢g(M*) =n—(r—1)+1=n—r.
Aus den Betrachtungen in diesem Abschnitt ergibt sich, dass orientierte Matroide glei-
chermaflen iiber Mengen von Kreisen, wie auch iiber Mengen von Cokreisen definiert
werden konnen. Da sich die Mehrzahl der Uberlegungen in dieser Arbeit auf Cokreise
beziehen, wird im weiteren Verlauf der Zugang zu orientierten Matroiden iiber Cokreise

gewdhlt.

1.4 Operationen auf orientierten Matroiden

In diesem Abschnitt werden zwei wichtige Operationen auf orientierten Matroiden vor-
gestellt: Zum einen das Léschen von Elementen und zum anderen die Kontraktion an
einem Element. Beide Operationen werden in Kapitel 5 benutzt, um einen Teil des Be-
weises der d-Schritt-Vermutung in Dimension 4 auf den Beweis der d-Schritt-Vermutung

in Dimension 3 zuriickzufiihren.

1.4.1 Loschen von Elementen

Definition 1.31 (Minor). Sei M = (E,C*) ein orientiertes Matroid. Sei weiter-
hin G die Menge der Elemente, die geloscht werden und F' = E \ G, dann heifit
M\ G = (F,C*(F)) Minor von M. Die Menge der Cokreise von M \ F' entsteht wie

folgt aus der Menge der Cokreise von M:

c*(F) = [JIX \ {e}|lX e C, X, # 0}

ecF
Aus der Definition von C*(F') folgt, dass die Anzahl der Nullen in einem Cokreis
durch das Loschen eines Elements unverdndert bleibt. Damit folgt aus der Definition
des Ranges eines orientierten Matroids, dass rg(M) = rg(M \ F). Somit éndert das

Loschen eines Elementes nichts am Rang des orientierten Matroids.
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1.4 Operationen auf orientierten Matroiden

Beispiel 1.32. Zur Veranschaulichung wird das Beispiel aus 1.1 fortgesetzt.

Pse

e D3

o M

e P2

Abbildung 1.8: Punktkonfiguration im R?

Das zu Abbildung 1.8 zugehdrige orientierte Matroid M hat die folgenden Cokreise:

0,0,4,+,+)

0,—,0,+,+
+,+,0,+
+,+,+,

,0,+,+,0

(
(
(0,
(0,
(+00++
(+,
(-
(+,+,0,0,+
(

)
)
0)
)
+)
)
)
)

+,+,0,—,0

(Oa Oa EREEE

Wird das Element py geldscht, entsteht das orientierte Matroid M \ {ps} mit den fol-

genden Cokreisen:

(00++)
(0,—,0,+)
(0,+,+,0)
(+00+)
(—,0,+,0)
(+,+,0,0)

(Oa 07 R
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1 Orientierte Matroide

Es muss nun gezeigt werden, dass durch das Loschen eines Elementes wieder ein

orientiertes Matroid entsteht.

Lemma 1.33. Sei M = (E,C*) ein orientiertes Matroid und e € E. Dann ist M\ {e}

ein orientiertes Matroid.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass fiir C*\ {e} die Cokreisaxiome gelten. Im folgenden sei fiir
Xy f#e

jeden Cokreis X € C*\ {e} der Cokreis X € C* definiert als 5(\} =
+ oder — sonst

X ist also der Cokreis, der aus X entsteht, wenn e geldscht wird.

(C1) 0 € C*\ {e}, nur falls (0,...,0, + ,0,...,0) € C*. Dann ist nach (C2) auch

0,...,0,_ — ,0,...,0) € C* und damit nach (C4) auch (0,...,0, 0 ,0,...,0) €

C*. Dies ist ein Widerspruch, da (C1) fiir C* gilt, und daher 0 ¢ C*.

(C2) Sei X € C*\ {e}. Dann existiert ein X € C*. Da fiir C* die Cokreisaxiome gelten,
gibt es ein Y € C*, mit X = —Y. Zu Y gibt es nach Definition von C* \ {e} ein
Y € C*\ {e}. Da )Z'f = —?f fa. fe E, ist X; ==Y}, fa. f € E\{e}, und somit
X=-Y.

(C3) Seien X,Y € C*\ {e}, mit supp(X) C supp(Y). Dann gibt es Cokreise X,Y € C*
mit supp(X) C supp(Y). Dann folgt mit (C3), dass X =Y oder X = —Y. Damit
gilt X =Y oder X = —Y und somit gilt (C3) fiir C* \ {e}

(C4) Sei X,Y € C*\ {e}, und sei f € X+ NY~. Dann gibt es X,V € C* mit Xt N
Y~ D Xt NY~. Damit existiert nach (C4) ein Z € C* mit Z+ C X* UY™* und
Z CX UY , firalle f€ X*NY und somit auch fiir allee € X*NY . Also
existiert ein Z € C*\ {e} mit Z* C XTUY T und Z- C X~ UY . Somit gilt (C4)
fir C* \ {e}. O
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1.4 Operationen auf orientierten Matroiden

1.4.2 Kontraktion

Definition 1.34. Sei M = (E,C*) ein orientiertes Matroid und e € E. M/{e} =
(E \ {e},C*/{e}) bezeichnet das orientierte Matroid, das aus M durch Kontraktion
an e entsteht. Dabei ist die Menge der Cokreise von M /{e} definiert als C*/{e} :=
{X\{e}|X € C*, X, =0}.

Diese Definition besagt, dass alle Cokreise in C*/{e} genau eine Null weniger haben,
als die Cokreise in C*. Damit folgt nach der Definition des Ranges eines orientierten
Matroids, dass rg(M/{e}) =rg(M) — 1.

Geometrisch gesehen, ist die Kontraktion an einem Element p € P C R? eine Projektion
aller verbleibenden Elemente von P auf eine Hyperebene durch p, die keinen der anderen

Punkte aus P enthilt.

Beispiel 1.35. Zur Veranschaulichung der Kontraktion betrachten wir das Beispiel in

Abbildung 1.9. Das zu P gehorige orientierte Matroid M hat die folgenden Cokreise:

Abbildung 1.9: Punkte aus P
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1 Orientierte Matroide

(0,0,0,+,+,+) (0,0,0,—,—,—)
(0,4,0,+,0,+) (0,—,0,—,0,-)
(0,0,+,0,+,+) (0,0,—,0,—,—)
0,+,4+,0,0,+) (0,—,—,0,0,-)
(+,+,+,0,0,0) (—,—,—,0,0,0)
(+,0,0,4+,+,0) (—,0,0,—,—,0)
(+,0,+,0,+,0) (—,0,—,0,—,0)
(+,+,0,+,0,0) (—,—,0,—,0,0)
(0,—,0,0,+,0) (0,4,0,0,—,0)
(0,0,+,—,0,0) (0,0,—,+,0,0)
(+,0,0,0,0,—) (—,0,0,0,0,+)

Werden alle Punkte aus P\ {ps} auf eine Ebene durch pe projiziert, ensteht die in
Abbildung 1.10 abgebildete Punktkonfiguration:

Abbildung 1.10: Kontraktion von P an pg

Das enstehende orientierte Matroid M /{pe} hat die Cokreise:
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1.4 Operationen auf orientierten Matroiden

(+,+,+,0,0) (-,—,—,0,0)
(+,0,0,+,+) (—,0,0,—,-)
(+,0,+,0,+) (-,0,—,0,-)
(+,+,0,+,0) (-,—,0,—,0)
0,-,0,0,+) (0,4,0,0,—)
(0,0 ,0)  (0,0,—,+,0)

Wie bei der Loschoperation muss gezeigt werden, dass durch die Kontraktion an einem
Element e € E wieder ein orientiertes Matroid entsteht. Es gilt also zu zeigen, dass fiir

C*/{e} die Cokreisaxiome gelten.

Lemma 1.36. Sei M = (E,C*) ein orientiertes Matroid, und e € E. Dann ist M/{e}

ein orientiertes Matroid.

Beweis. Tm folgenden sei fiir jeden Cokreis X € C*/{e} der Cokreis X € C* definiert als

)’5;:{ Xy f#e

0 sonst

X e C*/{e} ist also der Cokreis, der aus X € C* bei der Kontraktion an e ensteht.

(C1) @ € C*/{e} gilt nach Definition von C*/{e} nur, falls () € C*. Dies ist ein Wider-
spruch, da fiir C* die Cokreisaxiome gelten, und somit () ¢ C*. Also gilt § ¢ C*/{e}.

(C2) Sei X € C*/{e}, zu dem ein X € C* existiert. Da fiir C* die Cokreisaxiome gelten,
gibt es ein Y € C*, mit X = —Y. Zu Y gibt es nach Definition von C*/{e} ein
zugehériges Y € C*/{e}. Da supp(X) = supp(X) und supp(Y) = supp(Y), gilt
X = —Y und damit ist (C2) erfiillt.

(C3) Seien X,Y € C*/{e}, mit supp(X) C supp(Y). Fiir die zugehorigen Cokreise
X,Y ec gilt dann supp()?) C supp(f/), da supp()?) = supp(X) und supp(lN/) =
supp(Y). Dann folgt mit dem 2.Cokreisaxiom, dass X =Y oder X = —Y. Damit
gilt X =Y oder X = —Y, und somit gilt (C3) fiir C*/{e}
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1 Orientierte Matroide

(C4) Sei X,Y € C*/{e}, und sei f € X* NY~. Dann gibt es X,Y € C* mit X+ N
Y~ = Xt N Y. Damit existiert nach (C4) ein Z € C* mit Z+ C X* UY™* und
Z= C X~ UY~. Da f # e ist, existiert ein Z € C*/{e} mit Z+* C X+ UY " und
Z- C X~ UY . Somit gilt (C3) fiir C*/{e}. O

Bemerkung 1.37. Aus den Definitionen der beiden Operationen Kontraktion und
Loschen folgt direkt, dass es keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge Elemente gel6scht
oder Kontraktionen an ihnen ausgefiihrt werden. Formal bedeutet dies:

Sei M = (E,C*) ein orientiertes Matroid, dann ist
MA\A{e}/{f} = M/{f}\{e}, fa.e,feE e # f
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2 Polytope

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Polytope gegeben.
Es werden jedoch nur die fiir den weiteren Verlauf der Arbeit interessanten Aspekte
von Polytopen behandelt. Fiir weitergehende Studien iiber Polytope wird der Leser auf

[Zie95] verwiesen.

2.1 Einfiihrung in Polytope

Im folgenden sei P = {py, ..., p,} eine Menge von Punkten, die den R? affin aufspannen.
Definition 2.1. Eine Menge P heifit konvez, falls sie fiir je zwei Punkte p;, p; € P auch
das Segment [p;, p;] = {Api + (1 — A)p;|0 < A < 1} enthélt.

Beispiel 2.2. Die Menge auf der linkten Seite der Abbildung 2.1 ist nicht konver, da
das eingezeichnete Segment nicht vollstindig enthalten ist. Die Menge auf der rechten

Seite dagegen ist konvex.

Mithilfe aller konvexen Mengen, die P enthalten, kann der Begrift der konvezen Hiille

von P definiert werden:

Definition 2.3 (Konvexe Hiille). Der Schnitt aller konvexen Mengen, die P enthalten
ist die konveze Hille von P, und wird als conv(P) = ({{M|P C M, M ist konvex}

geschrieben.
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2 Polytope

Abbildung 2.1: nicht konvexe und konvexe Punktmenge

Wenn die Punkte von P nicht den ganzen R¢ aufspannen, sondern sich alle auf einer

k-dimensionalen Ebene (k < d) befinden, ist der Begriff der affinen Hiille von Bedeutung.

Definition 2.4 (Affine Hiille). Sei P eine Menge von Punkten , die den R? affin
aufspannen. Die affine Hiille von P ist der Schnitt aller affinen Ebenen, die P enthalten.

Die affine Hiille von P beschreibt den minimaldimensionalen Teilraum von R¢, der
durch die Punkte aus P aufgespannt wird.

Zu Polytopen kann auf zwei verschiedene Arten Zugang gefunden werden. Zum einen
kénnen Polytope iiber konvexe Mengen definiert werden, zum anderen iiber den Schnitt
von endlich vielen abgeschlossenen Halbrdumen. Mit dem Beweis, dass beide Ansétze

dquivalent sind, beschiftigt sich das erste Kapitel in [Zie95].

Definition 2.5 (V-Polytop). Ein V-Polytop ist die konvexe Hiille einer endlichen Men-

ge von Punkten im R?.

Definition 2.6 (H-Polytop). Ein H-Polyeder ist der Schnitt von endlich vielen abge-
schlossenen Halbraumen. Ein ‘H-Polytop ist ein H-Polyeder, dass abgeschlossen ist, d.h.
dass keinen Strahl der Form {z + ty|y > 0} f.a. y # 0 enthalt.

Beispiel 2.7. Die Abbildung 2.2 zeigt die beiden verschiedenen Definitionen von Poly-
topen. Auf der linken Seite ist die Beschreibung eines Polytops tiber die konvexe Hiille

einer Punktmenge P abgebildet, auf der rechten Seite ist ein Polytop abgebildet, das tiber
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2.1 Einfiihrung in Polytope

Abbildung 2.2: Zwei verschiedene Definitionen eines Polytops

den Schnitt endlich vieler abgeschlossener Halbrdume entstanden ist.

Definition 2.8 (Dimension). Die Dimension eines Polytops P C R? ist die Dimension

der affinen Hiille von P.

Fiir ein p € P, c € R und XA € (R?)* bezeichnet \p < c eine lineare Ungleichung.
Offensichtlich kénnen Polytope mit Hilfe von linearen Ungleichungen beschrieben wer-
den, da ein abgeschlossener Halbraum iiber solch eine lineare Ungleichung beschrieben
werden kann.

Eine lineare Ungleichung heifit giiltig fiir ein Polytop P, falls sie fiir alle Punkte p aus
P erfiillt ist. Lineare Ungleichungen werden benutzt, um die Seiten eines Polytops zu

beschreiben.

Definition 2.9 (Seite eines Polytops). Sei P ein Polytop und Ap < c eine giiltige
lineare Ungleichung. Dann beschreibt F = P N {z € R¢|A\xz = ¢} eine Seite von P.

Die Dimension von F' ist die Dimension der affinen Hiille von F'.

Eine k-dimensionale Seite eines Polytops wird allgemein als k-Seite bezeichnet. Eine
0-Seite heifit Knoten, eine 1-Seite heifit Kante, eine (d — 2)-Seite heifit Grat und eine
(d — 1)-Seite heifit Seite eines Polytops.

Bemerkung 2.10. Sowohl das Polytop P selber auch als die leere Menge bilden jeweils
eine Seite von P. Die lineare Ungleichung Op < 0 definiert die Seite P, da Ox = 0 fiir alle
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2 Polytope

x € R?, wo hingegen die lineare Ungleichung 0z < —1 die Seite () definiert, da 0z # —1

fiir alle z € R®.

2.2 Wege in Polytopen

Im Hinblick auf Kapitel 3 beschéftigt sich dieser Abschnitt mit verschiedenen Arten von
Wegen in einem Polytop P.

Definition 2.11. Eine Folge von Knoten vy, ..., vy eines Polytops P heifit Knotenweg
in P, falls es Kanten ey, ..., e,_; gibt, derart, dass v; und v;;; in der Kante e; enthalten
sind.

Eine Folge von Seiten Fi,..., Fj eines Polytops P heifit Seitenweg in P, falls es Grate
G1,...,Gg 1 gibt, derart, dass G; = F; N Fj44.

Die Lénge eines Weges ist die Anzahl der besuchten Knoten bzw. Seiten.

Beispiel 2.12. Wege in einem Polytop: In Abbildung 2.3 ist auf der linken Seite zeigt
einen Weg tiber die Seiten und auf der rechten Seite ein Weq iiber die Knoten eines

Polytops eingezeichnet.

Im folgenden wird ein Knotenweg vereinfacht als Weg bezeichnet, und ein Weg iiber
Seiten explizit als Seitenweg.
Betrachtet man die kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten aus P und bildet iiber
deren Lénge das Maximum, so erhélt man den Durchmesser von P. Formal wird dieser

wie folgt definiert:

Definition 2.13 (Durchmesser). Sei P ein Polytop und V' die Menge der Knoten von
P.
§(P) = maxy, y;ev{min{|w| | w ist Weg von v; nach v; in P} ist der Durchmesser von

P.
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2.3 Simpliziale und einfache Polytope

Abbildung 2.3: Seitenweg und Knotenweg

Abbildung 2.4: Polytop mit Durchmesser 2

Beispiel 2.14. In dem Polytop in Abbildung 2.4 ist es moglich, zwischen je zwei Knoten
einen Weg der Linge < 2 zu finden. Daher ist der Durchmesser dieses Polytops 6(P) =
2.

2.3 Simpliziale und einfache Polytope

In diesem Abschnitt werden zwei Gruppen von Polytopen behandelt: die simplizialen und
die einfachen Polytope. Beide Arten von Polytopen haben gemeinsam, dass sie eine sehr
regelméfBige Struktur haben, und es somit leichter ist, Aussagen iiber diese Polytope zu

machen. In Kapitel 3 wird gezeigt, dass es ausreicht, die Hirsch-Vermutung fiir einfache
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2 Polytope

Abbildung 2.5: 2-dimensionales und 3-dimensionales Kreuzpolytop

Polytope zu zeigen. Die regelméflige Struktur solcher Polytope macht es erst moglich,
die in Kapitel 4 genannte Beweisidee zu verwenden, um die d-Schritt-Vermutung zu

beweisen.

2.3.1 Simpliziale Polytope

Definition 2.15 (Simplex). Ein d-Simplez ist die affine Hiille von d + 1 affin un-

abhéngigen Punkten im R", n > d.

Ein 0-Simplex ist somit ein Punkt, ein 1-Simplex eine Gerade, ein 2-Simplex ein Drei-

eck, und ein 3-Simplex ist ein Tetraeder.

Definition 2.16 (Simpliziales Polytop). Sei P ein Polytop im R¢. Falls jede k-Seite
ein k-Simplex ist, heifit das Polytop simpiziales Polytop.

Beispiel 2.17. Die bekannteste Gruppe von simplizialen Polytopen ist die der Kreuzpo-
lytope. Dabei ist das d-dimensionale Kreuzpolytop wie folgt definiert:
Co = {z e R XL, |z < 1} = conv{er, —e, ..., eq, —eq} Das 2-dimensionale Kreuz-

polytop ist ein Quadrat, das 3-dimensionale Kreuzpolytop ein Oktaeder.

Fiir jedes simpliziale Polytop gilt, dass jede Seite genau d Knoten enthilt, da sie nach
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2.3 Simpliziale und einfache Polytope

Definition ein d-Simplex ist.
Da fiir eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage gilt, dass nicht mehr als d+1 Punkte
auf einer d-dimensionalen Hyperebene liegen, ist die konvexe Hiille einer Punktmenge in

allgemeiner Lage ein simpliziales Polytop.

2.3.2 Einfache Polytope

Die zweite wichtige Klasse von Polytopen ist die der einfachen Polytope.

Definition 2.18 (einfaches Polytop). Sei P ein Polytop im R¢. Falls jeder Knoten
an genau d Seiten anliegt, so heifit P einfaches Polytop.

Beispiel 2.19. Die bekannteste Gruppe von einfachen Polytopen ist die des d-dimen-
stonalen Wiirfels:

Ci={reR-1<umz <1} =conv{{-1,1}%}

Falls P C R%, d > 3 ein Polytop ist, das sowohl einfach, als auch simplizial ist, dann
ist P ein Simplex.
Eine weitere wichtige Art von einfachen Polytopen ist die Dantzigfigur. Wie in Kapitel
3 beschrieben wird, reicht es aus, die Hirsch-Vermutung fiir Dantzigfiguren zu beweisen.

Diese Variante der Hirsch-Vermutung ist bekannt als d-Schritt- Vermutung.

Definition 2.20 (Dantzigfigur). Sei P ein einfaches Polytop im R? mit genau 2d
Seiten. Zwei Knoten v; und vy heiflen antipodal, falls v = ({Fi,...,Fy} und v, =
N Fuirs ..., Foa}, und {F, ..., Fay 0 {Fupr, ..., Foa} = 0.

Ein Tripel (P,v1,vy) heifit Dantzigfigur, falls P ein einfaches Polytop im R? mit genau

2d Seiten ist, und v; und v, antipodal sind.

Beispiel 2.21. Der d-dimensionale Wiirfel zusammen mit den Knoten (—1,...,—1)

und (1,...,1) ist eine Dantzigfigur.
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2 Polytope

2.4 Polare Polytope

Polare Polytope werden oft auch als duale Polytope bezeichnet, doch um zu verdeutli-
chen, dass die Dualitéit in der Polytopetheorie nicht mit der Dualitdt von orientierten
Matroiden zu verwechseln ist, wird der von G. Ziegler in [Zie95, Kapitel 2.3] verwendete
Begriff des polaren Polytops benutzt.

Bisher wurden immer Polytope im affinen Raum R? betrachtet. Um polare Polytope zu
definieren, wird der zu R¢ duale Raum (R?)* betrachtet. Der duale Raum (R?)* ist die
Menge aller affinen Funktionen f: R¢ — R. Jeder Zeilenvektor mit Elementen aus R der

Lange d bildet eine solche affine Funktion.

Definition 2.22 (Polares Polytop). Sei P C R? ein Polytop. Das polare Polytop zu
P ist definiert als:
P2 ={ce (RY)*cx < 1 fiir alle z € P}

0 2 -1 -2
Beispiel 2.23. Sei P C R? = , , ,

1 2 3 0
Dann ergeben sich die folgenden affinen Funktionen:

f1(01,02) =cy—1

faler,e2) =261 + 25 — 1

faler,00) = —c1 + 3¢ — 1

faler,e0) = —2¢1 — 1

Nach Definition 2.22 ist dann

P2 ={ce RY)*|f; <0 fiir alle 1 <1 < 4}. Abbildung 2.6 zeigt das Polytop P und das
zu P polare Polytop P*.

Die in 2.3.1 und 2.3.2 eingefiihrten simplizialen bzw. einfachen Polytope sind iiber das
Polaritéitskonzept miteinander verbunden. So ist jedes polare Polytop P? zu einem sim-
plizialen Polytop P ein einfaches Polytop und umgekehrt. Ist P ein simpliziales Polytop
mit Dimension d, dann enthilt jede Seite genau d Knoten. Da durch das Dualitétskon-

zept zwischen R? und (R?)* jede Seite von P mit einem Knoten von P identifiziert wird,
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2.4 Polare Polytope

b3

" /i f

-

DPa

h h

Abbildung 2.6: P und P2

und umgekehrt jeder Knoten von P einer Seite von P entspricht, ist jeder Knoten von

P2 in genau d Seiten enthalten. Daher ist P? ein einfaches Polytop.
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3 Die Hirsch-Vermutung

Die Hirsch-Vermutung wurde 1957 von Warren M. Hirsch aufgestellt. Sie beschiftigt sich
mit der Frage, wie sich der Durchmesser eines konvexen Polytops im R? in Abhéingigkeit

zu der Anzahl der Seiten des Polytops verhlt.

Vermutung 3.1 (Hirsch-Vermutung). Sei P ein d-Polytops mit genau n Seiten. Sei
A(d,n) der Durchmesser von P. Dann ist A(d,n) < n — d.

3.1 Aquivalente Vermutungen

Im Laufe der Zeit wurden immer mehr Vermutungen bekannt, die zur Hirsch-Vermutung
dquivalent sind. Einige davon sind Spezialisierungen der Hirsch-Vermutung, andere sind
nicht mehr {iber Polytope beschrieben, sonderen benutzen andere mathematische Struk-
turen.

Zunichst kann gezeigt werden, dass es fiir den Beweis der Hirsch-Vermutung ausrei-

chend ist, einfache Polytope zu betrachten:

Vermutung 3.2 (Hirsch-Vermutung). Sei G der Graph eines einfachen d-Polytops

mit genau n Seiten. Sei A(d,n) der Durchmesser von G. Dann ist A(d,n) <n —d.

In dem speziellen Fall, dass n = 2d ist, beschreibt das Polytop eine Dantzigfigur,

da jedes einfache Polytop mit 2d Seiten ein Paar antipodaler Knoten haben muss. Fiir
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3.1 Aquivalente Vermutungen

Dantzigfiguren ist die Hirsch-Vermutung als d-Schritt- Vermutung bekannt. Da der d-
dimensionale Wiirfel genau 2d Seiten, und Durchmesser d hat, ist A(d, 2d) > d. Der d-
dimesionale Wiirfel gibt somit eine untere Schranke fiir A(d,2d) an. Zusammen mit der

Bedingung aus der Hirsch-Vermutung folgt dann die Aussage der d-Schritt-Vermutung:

Vermutung 3.3 (d-Schritt-Vermutung). Sei D eine Dantzigfigur mit Dimension d.
Sei A(d,n) der Durchmesser von D , dann ist A(d,2d) = d.

Wie Victor Klee und David W. Walkup zeigten [KW67], gilt sogar, dass aus der
d-Schritt-Vermutung die Hirschvermutung folgt. Daher sind die beiden Vermutungen
dquivalent.

Eine Vermutung, die sich nicht mit der Lénge eines Weges zwischen zwei Knoten u
und v, sondern mit den besuchten Flichen auf einem solchen Weg beschiftigt, ist die

von Victor Klee und Philip Wolfe aufgestelle ,non-revisiting path conjecture*:

Vermutung 3.4 (non-revisiting path conjecture). Es seien u und v zwei beliebige
Knoten in einem einfachen Polytop P. Dann g¢ibt es in P einen Pfad von u nach v, der

keine Fldche erneut besucht, die er schon einmal verlassen hat.

Beispiel 3.5. Zur Verdeutlichung der ,non-revisiting path conjecture® betrachten wir

das folgende Beispiel:

T T2

Der kiirzeste Weg von u nach v wdre in diesem Fall der Weg u,w,v. Dieser verldsst
aber im ersten Schritt die Fliche F = conv({x1, T2, v, T3, T4, u}) und betritt sie im letzten
Schritt wieder. Der etwas lingere Weqg u,x1,x9,v erfillt jedoch die Bedingungen der

nonrevisiting path conjecture.
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3 Die Hirsch-Vermutung

Victor Klee und David W. Walkup zeigten [KW67], dass die ,non-revisiting path
conjecture” dquivalent zur Hirsch-Vermutung ist.

Alle bisher genannten Vermutungen basierten auf dem Begriff des Polytops. Wie die
nédchste Vermutung zeigt, kann der Inhalt der Hirsch-Vermutung auch mit Hilfe anderer
mathematischen Strukturen beschrieben werden. Die im folgenden diskutierte Simplez-

Austausch- Vermutung benutzt dazu simpliziale Basen.

Definition 3.6. Sei B C R¥~! mit d Vektoren: B = {b1, b, ..., byq}. Falls die Vektoren
von B einen (d — 1)-Simplex formen, der 0 enthilt, dann heifit B simpliziale Basis von

Rdfl

Vermutung 3.7 (Simplex-Austausch-Vermutung). Fir je zwei simpliziale Basen
B und B’ des R! in allgemeiner Lage, existiert eine Sequenz Bg, By, ..., Bq von sim-
plizialen Basen des R, mit B = By und B’ = By. Dabei ist B, := (B;\{b}) U {V'},
mit b € B und b’ € B’

Die Simplex Austauschvermutung besagt also, dass es fiir je zwei Mengen B und B’ von
Vektoren, die kein Element gemeinsam haben und jeweils einen (d — 1)-Simplex formen,
immer moglich ist, von B zu B’ zu gelangen, indem in jedem Schritt ein Element aus
B geloscht wird, und ein Element aus B’ hinzugefiigt wird. Dabei wird nie ein Element

geldscht, das vorher schon hinzugefiigt wurde.

Beispiel 3.8. Seien

0 2 -2
B= , , 1 und
2 -2 -2
-1 2 -1
BI = 7 J
{ 2 1 —2 }
zwei simpliziale Basen des R?.

Die Basen By = B,
-1 2 -2

Bl = ) ) )
2 -2 -2
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3.1 Aquivalente Vermutungen

Basis Bg Basis By Basis Bo Basis Bg

Abbildung 3.1: Folge von simplizialen Basen

-1 -1 2
B2 = ) ) ’
2 -2 -2
Bz = B’ bilden eine Folge von simplizialen Basen, die die Bedingungen der Simplex-

Austausch-Vermutung erfillen (siehe Abbildung 3.1):

Die Simplex-Austausch-Vermutung wurde von Klee und Kleinschmidt [KK87] iiber
eine Aquivalenz zwischen simplizialen Paare (B, B’) und Dantzigfiguren (P,v:,vs) be-
wiesen.

In diesem Abschnitt wurden Vermutungen vorgestellt, die dquivalent zur Hirschver-
mutung sind. Das folgende Diagramm erlautert die Situation und zeigt die Verhaltnisse

der einzelnen Vermutungen zueinander.

non-revisiting-path
conjecture
(Wege auf den Seiten
eines Polytops)

[KW

Hirsch-Vermutung
(Polytope mit §(P) < n — d)

owor]
d-Schritt-Vermutung I [KK87] Simplex-Austausch-Vermutung
(Dantzigfiguren mit §(D) = d) | (Folge von simplizialen Basen )

Abbildung 3.2: Aquivalente Vermutungen zur Hirschvermutung
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4 Orientierte Matroide und die

d-Schritt-Vermutung

Das Ziel ist dieses Kapitels ist es, die d-Schritt-Vermutung mit Hilfe von orientierten
Matroiden zu formulieren. Dazu wird zunichst die Cokreisvermutung aufgestellt und
gezeigt, dass sie fiir alle realisierbaren orientierten Matroide dquivalent zu d-Schritt-
Vermutung ist.

Fiir die Cokreisvermutung wird ein orientiertes Matroid M = (E,C*) mit Rang d + 1
betrachtet, wobei der Ubersicht halber die Menge E in die beiden Mengen {zy,...,z4}

und {yi,...,yq} aufgeteilt wird.

4.1 Cokreisvermutung

Vermutung 4.1 (Cokreisvermutung). Sei M = (E,C*) ein uniformes orientiertes
Matroid, mit E = {x1,...,24,Y1,...,Ya} und rg(M) = d+1. Seien ausserdem Cy,Cy €
C* mit Cy = ({y1,---,9a},0) und Cy = ({x1,...,24},0). Dann gibt es eine Folge von
Cokreisen Cy, ...,Cq € C*, mit C; = 0 und C;t = (C;t , U{x;}) \ {wx}, wobei z; ¢ C;",
und y, € C;" | gilt.

Anschaulich besagt die Cokreisvermutung, dass es fiir jedes orientierte Matroid eine

Folge von positiven Cokreisen Cy, ..., Cy gibt, wobei Cy = (0,...,0,+,...,4) und C; =
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4.1 Cokreisvermutung

(+,...,+,0,...,0) ist, und C; aus C;_; entsteht, indem ein Element unter den ersten
d Elementen von 0 auf 4+ und ein Element unter den letzten Elementen von + auf 0

gesetzt wird.

Definition 4.2. Eine Folge von positiven Cokreisen C,,, ..., C), heifit Cokreisfolge von
m nach n, falls C;f = (C", U {z;}) \ {wx}, mit z; ¢ C;, und y, € C;,, fiir alle
m<i<n.

Ein Cokreis C heifit Element einer Cokreisfolge, falls es eine Cokreisfolge C,,, ..., C,

und ein m < ¢ < n gibt, mit C' = C.

Beispiel 4.3. Die Folge
Co = (0,0,0,0,+,+, +,+)
Cy = (0,0,+,0,0,+,+,+)
Cy = (+,0,+,0,0,+,+,0)
C3 = (+,0,+,+,0,+,0,0)
Cys= (+,+,+,+,0,0,0,0)
ist eine Cokreisfolge.

Die Folge

Co = (0,0,0,0,+,+,+,+)

¢, =(0,0,+,0,0,+,+,+)

Cy = (+,0,+,0,0,+,+,0)

C3 = (+,0,+,+,+,0,0,0)

Cs= (+,+,+,+,0,0,0,0)

hingegen ist keine Cokreisfolge, da C§ = (C U {4,5}) \ {6, 7} ist.

Die Bedingungen der Cokreisvermutung in 4.1 kénnen noch weiter spezialisiert werden,

ohne die Aussagekraft der Cokreisvermutung einzuschrénken.

Vermutung 4.4 (spezielle Cokreisvermutung). Sei M = (E,C*) ein uniformes
orientiertes Matroid, mit E = {x1,...,2q,Y1,---,Ya} und rg(M) = d + 1. Seien aus-
serdem Cy,Cq € C* mit Co = ({y1,-..,ya},0) und Cy = ({z1,...,24},0). Dann gibt es
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4 Orientierte Matroide und die d-Schritt-Vermutung

eine Permutation m und in dem orientierten Matroid M = (E, 5*) = Mo eine Folge

von Cokreisen Cy, . ..,Cq € C*, mit C; =0 und C} = (C, U {z:}) \ {wi}-

Die spezielle Cokreisvermutung besagt also, dass es zu jedem orientierten Matroid eine
Permutation 7 gibt, so dass die Folge von positiven Cokreisen die folgende Form hat: Um
von C;_; zu C; zu gelangen, wird genau das i-te Element von 0 auf +, und das Element
an Stelle d+7 von + auf 0 gesetzt. Die Folge (0, 0,0,0,0,+, +,+), (+,0,0,0,0, +, +, +),
(+,+,0,0,0,0,+,+), (+,+,+,0,0,0,0,+), (+,+,+,+,0,0,0,0) erfiillt die Bedingun-

gen der speziellen Cokreisvermutung.

Lemma 4.5. Die spezielle Cokreisvermutung ist dquivalent zur Cokreisvermutung.

Beweis. Trivialerweise erfiillt die spezielle Cokreisvermutung die Bedingungen der Co-
kreisvermutung. Es bleibt also zu zeigen, dass zu jedem orientierten Matroid M, das
die Bedingungen der Cokreisvermutung (4.1) erfiillt, eine Permutation 7 gefunden wer-
den kann, die zusammen mit M die Bedingungen der speziellen Cokreisvermutung (4.4)
erfiillt.

Sei Cy, ..., Cy eine Cokreisfolge, mit Cj" = (C;7; U {z;,}) \ {wx, }, mit z;, ¢ C;" | und

yr, € C" ;. Dann wird die Permutation 7 wie folgt definiert:

m(z;,) =, firalle 1 <i<d

m(yg,) = yi, fiir alle 1 <4 <d

Die Cokreisfolge, die entsteht, wenn 7 auf Cy, . .., C,; angewendet wird, erfiillt offensicht-

lich die Bedingungen der speziellen Cokreisvermutung. O

4.2 Orientierte Matroide und Polytope

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen orientierten Matroiden und Po-
lytopen erldutert. Die hier gewonnenen Erkenntnisse werden im néichsten Abschnitt ver-

wendet, um die Aquivalenz zwischen der Cokreisvermutung fiir realisierbare orientierte
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4.2 Orientierte Matroide und Polytope

Abbildung 4.1: Weg in einem Polytop iiber seine Seiten

Matroide und der d-Schritt-Vermutung zu beweisen.

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich nur auf simpliziale Polytope.

Sei P = {p1,ps,---,Pn} C RY eine Menge von Punkten des R? in allgemeiner Lage. Sei
weiterhin P =conv(P) ein simpliziales Polytop im R? und M = (E,C*) das orientierte
Matroid beziiglich P mit E' = {1,...,|P|}. Ein positiver Cokreis C' € C* entspricht einer
Hyperebene H, die von Punkten aus P definiert ist und fiir die gilt, dass alle Punkte aus
P\ H auf einer Seite von H liegen. Somit definiert H eine Seite von P. Die positiven
Cokreise von M korrespondieren also mit den Seiten von P.

Zwischen zwei Seiten F und G exisitiert genau dann ein Grat (f, g), wenn |[FNGNP| =
d—1, d.h. die Mengen F'N P und G N P unterscheiden sich genau in einem Punkt. Sind
X und Y die zu F bzw. G korrespondierenden Cokreise, so gibt es genau dann einen
Grat (f, g) zwischen F und G, falls genau zwei Elemente i, j € F mit X (i) =0, Y (i) =1
und X (j) =1, Y(j) = 0 existieren und fiir alle anderen Elemente k£ € E X (k) = Y (k)

gilt.
Im Polytop P gibt es daher genau dann einen Seitenweg Fy, ..., Fi, wenn es in M eine
Folge von positiven Cokreisen Cy, ..., Cy gibt, wobei C; der zu F; korrespondierende

positive Cokreis ist und |C;" N C}H,| =d — 1 gilt.

Beispiel 4.6. Wir betrachten den in Abbildung 4.1 gezeigten Oktaeder:
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4 Orientierte Matroide und die d-Schritt-Vermutung

In diesem Polytop gibt es 8 positive Cokreise (bzw. Flichen):
C1 =(0,0,0,+,+,+) korrespondiert zu Fy, = conv({1,2,3})
0,0,4+,+,+,0) korrespondiert zu Fy = conv({1,2,6}
+,0,+,0,+) korrespondiert zu F3 = conv({1, 3,5}
{1,5,6}
+,0,0,0,+,+) korrespondiert zu Fs5 = conv({2,3,4}
+,0,+,0,+,
+,4,0,0,0,+) korrespondiert zu F; = conv({3,4,5}

Cs = (+,+,+,0,0,0) korrespondiert zu Fg = conv({4,5,6})

)
= ( 0)
= (0, )
Cy = (0,+,+,+,0,0) korrespondiert zu Fy = conv
= ( )
= ( 0) korrespondiert zu Fs = conv({2,4,6}
= ( )

( )
( )
( )
( )
( )
( )

Zu dem eingezeichneten Weq F1, Fs, F;, Fg gibt es die Folge C1, Cs, Cr, Cg von positiven

Cokreisen, die die oben genannten Eigenschaften hat.

4.3 Aquivalenz von Cokreisvermutung und

d-Schritt-Vermutung

Bevor bewiesen wird, dass die Cokreisvermutung fiir realisierbare orientierte Matroide
dquivalent zur d-Schritt-Vermutung ist, werden diejenigen orientierten Matroide katego-
risiert, die die Voraussetzungen der Cokreisvermutung erfiillen. Dazu wird der Begriff

des Matroidpolytop eingefiihrt.

Definition 4.7. Ein orientiertes Matroid M = (E, V*) heifit Matroidpolytop, falls es fiir
jedes e € E einen positiven Covektor V' € V* gibt, mit V' = E'\ {e}.

Ein Matroidpolytop mit Rang d — 1 beschreibt genau dann ein d-Polytop, falls es
realisierbar ist [BLVS199, S.377|. Die Cokreisvermutung ist eine Aussage iiber Matro-
idpolytope, da jedes orientierte Matroid M, das die Cokreise Cy und Cj; enthélt, ein
Matroidpolytop ist, wie der folgende Satz sagt:

Satz 4.8. Sei M = (E,C*) ein orientiertes Matroid, mit E = {x1,...,Za,Y1,---,Ya}
und Cy = ({y1,...,ya},0),Cqy = ({x1,...,24},0) € C*. Dann ist M ein Matroidpolytop.
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4.3 Aquivalenz von Cokreisvermutung und d-Schritt-Vermutung

Beweis. Nach Lemma 5.10 gibt es positive Cokreise

Cl:ia mit
Ot = (CF U {neh) \ {mh ta i € {1, d}

und analog Cokreise

C(d*l):i: mit
C(_l_i—l):i = (C; U{yi}) \ {zx}, fa. i € {1,...,d}.

Zu zeigen ist, dass mit Hilfe der Covektoraxiome die positiven Covektoren
Ve, = (E\{z;},0) und V,, = (E\ {y:},0) fa. i € {1,...,d} erzeugt werden kénnen.
Fiir jedes 7 € {1,...,d} wird der positive Covektor V,, wie folgt erzeugt:

Ve; = Cra0, ..., 001y © CLii41)0, - - - , ©C1.q 0 Cy.

Nach dem 3. Covektoraxiom muss somit der Covektor V. in der Menge der Covektoren
von M enthalten sein.

Analog wird fiir jedes ¢ € {1,...,d} der positive Covektor V, wie folgt erzeugt:

Vi = Clag—1):10, - -, °Ca—1):(i-1) © C(d—1):(i+1)°; - - - » °Cla—1y:a © Cg-

Nach dem 3. Covektoraxiom muss daher auch jeder der Covektoren V,, in der Menge
der Covektoren von M enthalten sein. Also ist M ein Matroidpolytop. O

In der Cokreisvermutung ist also eine Aussage iiber Matroidpolytope formuliert. Da
nicht jedes Matroidpolytop realisierbar ist, stellt die Cokreisvermutung eine Verallge-
meinerung zur d-Schritt-Vermutung dar. Da aber zu jedem realisierbaren Matroidpo-
lytop mit Rang d + 1 und 2d Elementen eine Dantzigfigur mit Dimension d exisiert,
ist die Cokreisvermutung fiir realisierbare orientierte Matroide dquivalent zur d-Schritt-

Vermutung.

Satz 4.9. Sei D = (conv(P),v,w) eine Dantzigfigur im RY mit genau 2d Seiten. D
erfillt die Bedingungen der d-Schritt-Vermutung genau dann, wenn es ein realisierbares
orientiertes Matroid M = (E,C*), mit E = {x1,...,%4,Y1,---,Ya} und rg(M) =d+1

gibt, das die Bedingungen der Cokreisvermutung erfillt.
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4 Orientierte Matroide und die d-Schritt-Vermutung

Beweis. Sei D = (conv(P),v,w) eine Dantzigfigur im R? mit genau 2d Seiten, die
die Bedingungen der d-Schritt-Vermutung erfiillt. Dann gibt es in D einen Weg v =
Vg, V1,--.,Vg = w der Linge d. In dem zu D dualen Polytop D® = conv(P’) korre-
spondiert jede Ecke zu einer Seite von D. Daher hat D® genau 2d Ecken. Ausserdem
definiert der Weg in D einen Seitenweg Fy, ..., Fy der Linge d in D?. Sei M = (E,C*),
E ={x1,...,24,Y1,---,Ya} das durch P’ induzierte orientierte Matroid. Dann gibt es
eine Folge von positiven Cokreisen Cy,...,Cy, mit [Cf N Cl | = d— 1. Da v und w
antipodal sind, gilt Co N Cy = (). Da die Folge von Cy nach C; genau d Cokreise enthilt,
muss |C; N{x1,...,z4}| = |C;"N{zy,...,24}|+1 sein. Daher gilt die Cokreisvermutung.

Fiir die andere Richtung sei P = {zy,...,Z¢,¥1,---,¥a} C R? und M = (P,C¥)
das zugehorige orientierte Matroid, welches die Bedingungen der Cokreisvermutung
erfiillt. Daher gibt es eine Folge von Cokreisen Cy,...,Cy, mit Cf = {yi,...,v4},
CH ={z1,...,zq} und C;" = (C;-, U{x;}) \ {wx}, z; ¢ Ci" 1, yp € CF . Somit gilt
CHN{zy,...,xq}| = |CE, N {x1,...,24}| + 1 und damit |C;f N Ct,| = d - 1. Al-
so gibt es in dem Polytop @ = conv(P) einen Seitenweg Fy,..., Fy der Linge d, mit
FyN F; = (. Das zu @ polare Polytop Q* hat genau 2d Seiten und es gibt einen Weg
Vg, .. .,vq der Linge d. Da Fy N Fy = (), sind vy und vy antipodal. Damit ist (Q%, vo, v4)
eine Dantzigfigur, die die Bedingungen der d-Schritt-Vermutung erfiillt. O
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4.4 Orientierte Matroide und die Simplex-Austausch-Vermutung

4.4 Orientierte Matroide und die
Simplex-Austausch-Vermutung

Genauso wie die Hirsch-Vermutung mit Hilfe von orientierten Matroiden beschrieben
werden kann, ist es auch moglich, eine Vermutung iiber orientierte Matroide zu formu-
lieren, die dquivalent zur Simplex-Austausch-Vermutung ist. Im Gegensatz zur Hirsch-
Vermutung wird fiir die Simplex-Austausch-Vermutung die Definition von orientierten
Matroiden iiber Kreise verwendet.

Falls P C R? eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage ist und M = (P,C)
das zugehorige orientierte Matroid mit Rang d — 1, dann entspricht jede simpliziale
Basis B von R? einem positiven Kreis C € C von M. Eine Folge von simplizialen
Basen Byg,...,Bg:1 von P, die die Bedingungen der Simplex-Austausch-Vermutung
erfiillen, korrespondiert somit zu einer Folge von positiven Kreisen Cy,...,Cqy1 aus C,
mit Gy, = (G Ufa}) \ {y}, = ¢ G, y € G-

Wegen ihres Dualitétsprinzips ldsst sich mit Hilfe orientierter Matroide ein kompakter
Beweis fiir die Aquivalenz zwischen der Hirsch-Vermutung und der Simplex-Austausch-

Vermutung liefern.

Satz 4.10. Die Simplez-Austausch-Vermutung ist dquivalent zur Hirsch- Vermutung.

Beweis. Da die Hirsch-Vermutung dquivalent zur d-Schritt-Vermutung ist, reicht es, die
Aquivalenz zwischen d-Schritt-Vermutung und Simplex-Austausch-Vermutung zu zei-
gen.

Sei P C R? eine Menge von Punkten in allgemeiner Lage und v, v, antipodal.

D = (P,vy,v9) ist Dantzigfigur und v; = wg,uy,...,us—1,us = vy ein Weg

der Lénge d.
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4 Orientierte Matroide und die d-Schritt-Vermutung

Im zu D polaren, simplizialen Polytop D* gibt es einen Seitenweg der Linge

d.

Im orientierten Matroid M = (V(D?),C*), mit Rang d+ 1 gibt es eine Folge

Co, - .., C4 von Cokreisen, die die Cokreisvermutung erfiillen.

Im zu M dualen orientierten Matroid M* mit Rang d — 1 gibt es eine Folge
von Kreisen Cy, ..., Cy, mit Cj; = (C;" U {z}) \{y}, = ¢ C;", y € C}".

2

Es gibt eine Folge By, ..., Bg4 von simplizialen Basen des R?, die die Bedin-

gungen der Simplex-Austausch-Vermutung erfiillen. O

Das Diagramm aus Kapitel 3 kann nun um die Cokreisvermutung erweitert werden.
Hierbei werden die Cokreisvermutung und die Cokreisvermutung fiir realisierbare ori-
entierte Matroide als zwei verschiedene Vermutungen abgebildet, um noch einmal zu
verdeutlichen, dass die Cokreisvermutung fiir beliebige orientierte Matroide nur eine
Verallgemeinerung der Hirschvermutung ist. Um eine Aquivalenz angeben zu kénnen,
muss die Cokreisvermutung auf realisierbare orientierte Matroide beschrinkt werden.
Das erweiterte Diagramm zeigt ausserdem, dass die Cokreisvermutung fiir realisierbare
orientierte Matroide verwendet werden kann, um einen einfachen Beweis fiir die Aqui-

valenz zwischen d-Schritt-Vermutung und Simplex-Austausch-Vermutung anzugeben.
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4.4 Orientierte Matroide und die Simplex-Austausch-Vermutung

non-revisiting-path
conjecture
(Wege auf den Seiten

eines Polytops)
[me/

Hirsch-Vermutung
(Polytope mit §(P) < n —d)

[KW67
d-Schritt-Vermutung

(Dantzigfiguren mit §(D) = d)

Satz 4.9
Cokreisvermutung Cokreisvermutung
(Folge von positiven Cokreisen) fiir realisierbare orientierte Matroide
Satz 4.10

Simplex-Austausch-Vermutung
(Folge von simplizialen Basen )

Abbildung 4.2: Aquivalente Vermutungen zur Hirschvermutung
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5 Beweis der Cokreisvermutung fur

Dimension 3 und 4

In diesem Abschnitt wird die Cokreisvermutung fiir die Dimensionen 3 und 4 bewiesen.
Zu Beginn wird der Beweisansatz fiir den allgemeinen Fall erldutert. Dann werden Lem-
mata bewiesen, die fiir orientierte Matroide mit beliebigen Rang gelten. Der Beweis der
Cokreisvermutung 148t sich in einzelne Schritte unterteilen. Fiir einige Schritte kénnen
die allgemein gezeigten Lemmata verwendet werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapi-
tels werden die Schritte, die nicht iiber diese Lemmata bewiesen werden kénnen fiir die

Dimensionen 3 und 4 gezeigt.

5.1 Beweisidee fiir die Cokreisvermutung

Wir beschréinken uns bei allen Betrachtungen auf die spezielle Cokreisvermutung, da
diese nach Abschnitt 4.1 dquivalent zur Cokreisvermutung ist.

Um die Cokreisvermutung zu beweisen, wird zunichst angenommen, dass sie nicht
gilt, d.h. dass ein orientiertes Matroid M existiert, das ein Gegenbeispiel zur Cokreis-
vermutung ist. Falls M ein Gegenbeispiel zur Cokreisvermutung ist, dann muss ein Index
k existieren, so dass es eine Cokreisfolge von (0 nach k£ gibt, die die Bedingungen von

Lemma 4.4 erfiillen, aber keinen weiteren Cokreis. Die folgende Behauptung formuliert
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5.1 Beweisidee fiir die Cokreisvermutung

genau diese Aussage.

Behauptung 5.1. Sei F = {z1,...,%4,%1,---,Ya} €ine Menge und M = (E,C*) ein
orientiertes Matroid. Angenommen, M st ein Gegenbeispiel zur Cokreisvermutung, d.h.
es gibt eine Cokreisfolge Cy, . .., Ck, k < d—1, aber keinen weiteren Cokreis Cy11, so dass
Co, - . -, Ck, Cry1 eine Cokreisfolge ist. Ist also C;f = {yx41,- .-, Ya, T1,-- -, Tk}, dann darf
es keinen Cokreis Cryy = (Cify1, Crpy) mit Cfpy = (ks - -+ Ya, @1, -z} U {a}) \
{y;}, fa.i,j e {k+1,...,d} geben.

Um die Cokreisvermutung zu beweisen, muss die Behauptung 5.1 widerlegt werden.
Dazu wird angenommen, dass es keinen der oben definierten Cokreise Cj; gibt. Dann
muss es einen Cokreis 5k+1 geben, mit 61;+1 # () und supp(ékH) = supp(Cyy1). Fiir
jeden moglichen dieser Cokreise 5k+1 wird nun gezeigt, dass entweder ein Cokreis existie-
ren muss, der unter der Bedingung, dass es die Cokreise Cy, . .., C} gibt, nicht existieren
darf, oder dass M kein Gegenbeispiel sein kann, falls 5k+1 existiert.

Es folgen nun technische Lemmata, die in den Beweisen fiir die Cokreisvermutung in
Dimension 3 und 4 verwendet werden. Vor jedem Lemma wird zunéchst der Inhalt des
Lemmas anschaulich beschrieben und durch ein Beispiel verdeutlicht, bevor es formal
angegeben wird. Da die Beweise zu den Lemmata auf dem 4. Cokreisaxiom basieren,
wird, um in den Beispielen das 4. Cokreisaxiom kompakt anwenden zu konnen, die

folgende Notation eingefiihrt:

Definition 5.2. Seien C und C Cokreise eines orientierten Matroids M. Dann bezeich-
net C o C den Cokreis, der durch Anwendung des 4. Cokreisaxioms entsteht. Wird der
Wert eines Elements nicht eindeutig festgelegt, dann wird an die entsprechende Stelle

ein 7 geschrieben.

Beispiel 5.3. Flir die beiden Cokreise C = (+,0,0,0,0,0,+,+,—,+) und C =
(+’ +’ 0’ 07 0’ 07 0’ +’ +’ +) ZSt Coé = (+’ +’ 0’ 0’ 0’ 07 +7 +7 0’ +)7 da
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5 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 3 und 4

c-nCt = {9}
CTtuCt\ {9} ={1,2,7,8,10}
C-uUC~\{9} =0

Fiir die Cokreise C' = (+,0,0,0,0,0,+,—, —, +) und C =(+,4+,0,0,0,0,0,+, 4+, +) ist
CoC = (+,+,0,0,0,0,4,7,0,+), falls das Element 9 aus C~ N Cc+ gewdhlt wird, da

9¢C-NCt und
CTtuCt\ {9} ={1,2,7,8,10}
C-uC-\ {9} = {8}

Da das Element 8 sowohl in C*UC+\ {9} als auch in C~UC~\ {9} enthalten ist, kann
thm kein Wert zugewiesen werden.

Wird das Element 8 aus C~ N C* gewdihlt, so ist C o C = (+,+,0,0,0,0,4,0,7,+).

Definition 5.4. Sei Cj,...,C} eine Cokreisfolge. Ein Cokreis C, 1 heifit verletzender
Cokreis, falls C;; # () und der Cokreis Cr1 = (Cf 1 UCr,1,0) Element einer Cokreis-

folge von 0 nach k£ + 1 wire.

In jedem der folgenden Lemmata wird ein Fall ausgeschlossen, wie so ein verletzender
Cokreis aussehen kann.

Das folgende Lemma 5.6 behandelt den Fall, dass y; € C), und zeigt, dass es dann
auch immer einen Cokreis 5‘k+1 geben muss, bei dem es kein y; gibt, das negativ ist.

Zunéchst wird aber die Aussage noch durch ein Beispiel verdeutlicht.

Beispiel 5.5. Angenommen, es gibt die Cokreise (+,—,0,0,0,0,+,—) und
(+,0,0,0,0,+,+,+). Dann muss es auch den Cokreis (+,—,0,0,0,0,+,—)
o (+,0,0,0,0,+,+,4) = (+,—,0,0,0,+,+,0) =: C geben. Fiir diesen Cokreis gilt
C~ N {y,...,ua} = 0.

Falls es die Cokreise (+,—,0,0,0,0,—, —) und (+,0,0,0,0,+, 4+, +) gibt, dann gibt es
auch den Cokreis (+,—,0,0,0,0,—, —)o(+,0,0,0,0,+,+,+)=(+,—,0,0,0,+,7,0). In
diesem Fall gibt es entweder (+,—,0,0,0,+,+,0) =: C, mit CT™ N {y1,...,ys} =0 oder
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es gibt den Cokreis (+,—,0,0,0,+,—,0).

Falls das der Fall ist, gibt es nach der Induktionsvoraussetzung den Cokreis
(+,-,0,0,0,+,—,0) ¢ (+,0,0,0,0,+,+,+) = (+,—,0,0,0,+,0,+) =: C, mit
C N{ys,...,ya} =0.

Lemma 5.6. Sei E = {x1,...,%4,Y1,---,Ya} und M = (E,C*) ein orientiertes Matroid.
Sei ausserdem Cy € C* mit C)f = {x1,..., Tk, Ypt1, - - -, Ya} und Crpq € C*, mit C}f | U
Criy = (CF U{zi) \ {y;}, 2 ¢ CF und y; € CF, dann gibt es einen Cokreis Cyyy =
(Ci1>Cran) € €', mit G U Gy = (CF U{a) \ {u), @ ¢ CF und yi € G und
(5,;:1 U 5,;“) N {y1,...,ya} = 0. Fiir Cpyr gilt, dass 5,;“ c Cy.

Beweis. Der Beweis wird per Induktion iiber die Gréfle der Menge Cy ;N {¥x+1, - - -, Ya}
gefiihrt.

Induktionsvoraussetzung: Falls |C)  ; N {yr+1,---,¥a}| = n gibt es einen Cokreis Chot1,
mit (Cf,, UCH ) N {y1, .-, ya} = 0.

Induktionsanfang: n = 1

Angenommen, Cy"; N {Yx+1,---,%a} = {1}, dann ist

Cy N Cy = {u}
Cru i \{ut € (CF u{zh) \{u}
Cr UG \{u} S {zi}

Damit muss es nach dem 4.Cokreisaxiom den Cokreis Cy; mit

5k_+1 N{y1,---,ya} =0 geben.
Induktionsschritt (n — n + 1):

Angenommen, |Ci; N {Ykt1,---,¥a}| =n+1, und y, € C;F N Cp, . Dann ist

CruCi \{u} € (CF U{z})\ {u}
Cp U CI;+1 \{u} € Cl;+1 \ {w}

Dann muss es nach dem 4.Cokreisaxiom einen Cokreis C1 geben mit
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5 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 3 und 4

Cify SO U {zd\ {w}

01;—1—1 C 01;+1 \ {?Jl}-

Fiir diesen Cokreis gilt |5’k_+1 N A{yest1,---,yat < n.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann auch einen Cokreis 6’k+1 mit

Cropt N {y1, - ya} = 0. O
Aus diesem Lemma folgt direkt, dass Cy,...,Cy nur dann die lingste Cokreisfolge

sein kann, wenn es einen Cokreis Cy,, gibt, bei dem ein z; negativ ist. Denn falls das

nicht der Fall wire, gibe es nach dem eben gesagten auch einen Cokreis 5k+1 bei dem

kein y; negativ wire. Somit wire 5k+1 Element der Cokreisfolge Cy, . . ., C, 5k+1 und es
gébe eine lingere Cokreisfolge als Cy, ..., Cy . Diese Aussage wird im folgenden Lemma
formuliert.

Lemma 5.7. Angenommen, M ist ein Gegenbeispiel zur Cokreisvermutung. Sei weiter-
hin Cy, ..., Cy die lingste mogliche Folge von positiven Cokreisen. Dann kann es keinen
Cokreis Cryy geben mit (Ci, U Cpyy) = CF U{ai} \ {y;}, =i ¢ CF, y; € CF und
Crpi N{z1,..., 24} = 0.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 5.6, da es zu C}1 einen Cokreis 5k+1 geben muss,
mit 5,;+lﬂ{y1, ...,ya} = 0. Daraus folgt dann, dass 5,;1 = ) ist. Damit ist Cy, . .., Cys1
im Widerspruch zur Annahme eine lingere Folge von positiven Cokreisen als Cy, .. ., Cy.
O

Fiir das néchste Lemma wird angenommen, dass es eine Cokreisfolge von 0 nach d — 2
gibt. Lemma 5.9 behandelt den Fall, dass das neu hinzugefiigte x; negativ ist und zeigt,
dass es dann auch einen Cokreis 5k+1 geben muss, bei dem das neu hinzugefiigte z;

positiv ist. Auch dieses Lemma wird zunéchst durch ein Beispiel verdeutlicht:
Beispiel 5.8. Angenommen, es gibt die Cokreise (+,4+,0,0,0,0,+,+),
(—,+,—,0,0,0,0,4) und (+,+,+,4+,0,0,0,0). Dann muss es auch den Cokreis

(_: +: ! 0: 05 O: 05 +) < (+a +a +a +a Oa Oa Oa 0) = (?, +, Oa +a Oa Oa Oa +) = C geben; mit
C+ N {1‘3,.’1}4, Y1, - -, y4} = @
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Lemma 5.9. Sei Cy_o € C* ein Cokreis mit C o, = {21,...,Zd4—2,Ya—1,Ya} und Cy_1 €
C* ein Cokreis mit Cf  UC, | = (Cf ,U{z;}) \{y;}, z: ¢ Cf , und y; € Cf ,. Dann
gibt es einen Cokreis Cy_y € C*, mit C+  UC,_, = (C, U{z )\ {ym}, 2 ¢ C1_, und
Ym € CH o, und z € CF, und Cy N {ys, ..., ya} = 0.

Beweis. Es kann nach Lemma 5.6 angenommen werden, dass C; | N {y1,...,vy4} = 0.

Angenommen, C; , N {z;} # 0. Dann ist z; € C , N C; und

Ci Ui \{zi} € CF \{@i}t U {ya-1,va} \ {5}
Coi VG \{zi} € Cy_y \ {zi}-
Dann muss es nach dem 4. Cokreisaxiom einen Cokreis Cy_1 geben, mit C;-, C C; \
{z;} U{ya_1,yq} und 5;_1 C Cyy \{z}. Sei z; € {x41,24} mit Z; # x;. Dann gilt
Z; € 5;_1 und z; ¢ C,_,. Somit ist 5;_1 N{zq 1,%a,Y1,---,Ya} = 0. O
Falls es also eine Cokreisfolge Cy, . . ., Cy_o gibt, dann gibt es auch immer einen Cokreis
C4-1, bei dem das neu hinzugefiigte z; positiv ist. Daher kann in diesem Fall ein orien-
tiertes Matroid M nur dann ein Gegenbeispiel sein, wenn C; _, N{z1,...,zq4} \{z;} # 0.

Das folgende Lemma zeigt, dass es immer eine Cokreisfolge von 0 nach 1 gibt.
Lemma 5.10. Sei Cy = (Cy ,Cy) ein Cokreis mit Cf = {y1,...,ya} und Cy = 0. Dann
existiert fir alle z; € {x1,...,zq4} ein Cokreis C; € C*, mit C7 = (Cy U {z;}) \ {y;},
yj € {y1,-- ., vat-

Beweis. Angenommen, es gibt den Cokreis C; = ({zi, y2,...,%a},?) nicht. Dann muss
es einen Cokreis C; = (511, 51:) geben mit 511 C Cf und CA’1: =C\ 51;’

1. Fall: Angenommen, x; € 511 . In Lemma 5.6 wurde gezeigt, dass kein Element aus

{y2,...,ya} in C] enthalten sein kann, ohne dass ein Cokreis C € C* existiert mit

CF = (Cf U{z) \{w;}, v € {v1, -, ya} und C7 = 0.

2. Fall: Angenommen z; ¢ 6’} . Nach dem 2. Cokreisaxiom muss es einen Cokreis

6'\1 geben mit 51 = —6'\1. Fiir 6’\1 gilt dann, dass x; € Cfr . Somit kann Fall 1

angewendet werden. O
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5.2 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 3

Lemma 5.11 (Cokreisvermutung fiir Dimension 3). Die Cokreisvermutung gilt

fiir orientierte Matroide mit Rang 4.

Beweis. Sei E = {x1, %2, T3,Y1, Y2, y3} die Gundmenge eines orientierten Matroids M =
(E,C*) mit Cy = ({y1,vy2,y3},0) € C* und C3 = ({z1, 12, 23}, 0) € C*. Nach Lemma 5.10
gibt es einen Cokreis C; € C* mit C; = {z1,%;,v;}, .Y € {¥1,---,y3} und C7 = 0.
Falls M ein Gegenbeispiel zur Cokreisvermutung ist, dann darf es keinen Cokreis Cy
geben mit C5 = (Cf U {zx}) \ {wi}, zx € {®2, 23}, yi € {vi, y;}. Daher muss ein Cokreis

~ ot ~- L
Comit C; C Cyf und Co = Cyf \ Oy exisitieren.

1. Fall: z; € 5;’ Dann gibt es nach Lemma 5.6 und 5.9 einen Cokreis Co mit 52_ N
{x2, 23,91, Y2, y3} = 0. Damit ist C;, = () und Cy, C, 62,03 bildet eine Cokreisfolge.
Damit ist M im Widerspruch zur Annahme kein Gegenbeispiel.

2. Fall: z; € 52_ . Dann gibt es nach dem 2. Cokreisaxiom einen Cokreis Co mit
52 = —52. Fir 62 gilt dann z; € 52. Somit kann der 1. Fall angewendet werden.
O

Bemerkung 5.12. Mit Lemma 5.11 folgt sofort, dass jedes orientierte Matroid mit
Rang 4, welches die Cokreise Cy, C; und Cs enthélt auch einen Cokreis C5 enthalten

muss, so dass Cy, C1, Cs, C5 eine Cokreisfolge ist.

5.3 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 4

Der Beweis der Cokreisvermutung in Dimension 4 ist wesentlich aufwindiger als der
Beweis der Cokreisvermutung in Dimension 3, da fiir Dimension 4 mehr Fille als fiir
Dimension 3 betrachtet werden miissen. Das folgende Diagramm soll dem Leser helfen,
den Uberblick zu behalten. Die doppelt umrahmten Kisten stellen die einzelnen Schrit-

te des Beweises dar, d.h. mit jedem umrandeten Kasten wird die Cokreisfolge um einen
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5.3 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 4

weiteren Cokreis ldnger. Die Aussagen in den einfach umrandeten Késten sind Hilfsaus-
sagen, die fiir den jeweiligen Schritt benotigt werden. In den runden Kiésten stehen die
Bedingungen, die ein Cokreis erfiillen muss, damit er in dem entsprechenden Lemma

behandelt werde kann.

)

Es gibt positive Cokreise
Co und C4 mit

Cy = {y1,y2,93,y4} und
cf = {1,229, 23,24}

Lemma 5.10 :
Es gibt immer Cokreise Cop, C1

mit C1+ = (CaL U{zig}) \ {wj0}

/

)

Loéschen und
Kontraktion
moglich

\ -

\

Lemma 5.6:
Es gibt einen
_ Cokreis C2 mit
Cy N{y1,y2,y3,y4} =0

Lemma 5.14:
Zuriickfithren
auf Dimension 3
ist moglich

!

/

Cy C

{y1,92,y3,y4}

\ -

\

T~

Es gibt positive Cokreise
Co, C1,C2

0<k<L2

N

\

Lemma 5.6:
Es gibt einen
Cokreis Cs mit
Cy N{y1,y2,y3,ya} =0

Lemma: 5.9: Es gibt einen
Cokreis C3 mit
Cy N{y1,¥2,ys,y4, 23,34} =0

T~

Es gibt positive Cokreise
Co,C1,C2,C3,Cy

0<k<4

mit C,:' = (C’,;tl U{zi 1 D\ Y1}

)

-

Loéschen und
Kontraktion
nicht moglich

N

\

Lemma 5.16:
Es gibt einen Cokreis
C2 mit

Cy = (Cf U{mi )\ {1}

/

mit C,;" = (Clj——l U{Zip_y D) \ Wi}

)

N———/

G}) C {@1,m2,z3, 24} \ {55 }

\

Satz 5.18: Es gibt Cokreise
Cs und Cs,
so dass Cp,C1,C2,C3s
eine giiltige Folge bilden.

Abbildung 5.1: Skizze des Beweises der Cokreisvermutung in Dimension 4



5 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 3 und 4

Fiir den Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 4 lassen sich einige Félle auf den
Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 3 zuriickfiihren.

Das folgende Lemma besagt, dass es einen positiven Cokreis Cy, der Element einer
Cokreisfolge ist, geben muss, falls nach dem L&schen eines bestimmten Elementes und
der Kontraktion an einem anderen Element Cokreise existieren, die die Bedingungen von
5.12 erfiillen. Dies ist genau dann der Fall, wenn es Cokreise Cy, C, Cy, C3 gibt, so dass

alle diese Cokreise an einer Stelle x; eine Null und an einer Stelle y; ein Plus haben.

Beispiel 5.13. Angenommen, in M = (E,C*) gibt es die Cokreise

0,0,0,0,+,+,+,+)

+7 ) 07 O: 07 07 +7 +)

(
(+,0,0,0,0,+,+,+)
(
(+7 +7 +7 07 07 07 +7 O)‘

Dann gibt es in dem orientierten Matroid M' = M /{4}\ {7} die Cokreise

(0,0,0,+,+,+)
(+,0,0,0,+,+)
(+,—,0,0,0,+)
(+,+,+,0,0,0).

Nach dem 4.Cokreisaxiom muss der Cokreis (+,—,0,0,0,+) ¢ (+,+,+,0,0,0) =
(+,0,4,0,0,+) existieren. Daraus folgt, dass es in M entweder den Cokreis
(+,0,4,0,0,0,+,+) oder den Cokreis (+,0,+,0,0,0,—,+) gibt. Im ersten Fall erfillt
(+,0,4,0,0,0,+,+) die Bedingungen von 5.14, im zweiten Fall muss es nach Lemma
5.6 den Cokreis (+,0,+,0,0,0,—,+) ¢ (+,0,0,0,0,+,+,+) = (+,0,+,0,0,+,0,+) ge-
ben, der die Bedingungen von 5.14 erfiillt.

Das folgende Lemma beschreibt die genannte Situation formal:

Lemma 5.14. Sei E = {x1,%9,23,T4,Y1,Y2,Y3,Ys} eine Menge und M = (E,C*)
ein orientiertes Matroid, mit Co = (Cf,Cy) € C* und Cy = (Cf,Cy) € C*, Cf =
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{y1, Y2, Y3, ya} und C; = {x1, 29, 23,24}

Nach Lemma 5.10 ist der erste Schritt zu einem Cy mdglich mit Ci7 = (Cyf U {zi}) \
{vjo}}, mio & CFf, yjo € Cf. Genauso ist der vorletzte Schritt zu einem Cs mdéglich mit
Cy = (Cf U{yup) \{mi,}. Falls Cy nCHNCy N {yr,...,ya} # 0, und CZNCY N
CIN{z1,...,x4} # 0, dann gibt es einen Cokreis Cy mit Cy = (C7 U {zp, }) \ {vn},
T & CF, y, € CF.

Beweis. Sei z € CoNCYNCINCIN{zy,...,z4} und y € Cy NCHFNCF NCy N

{1, -.,ys}. Es wird das orientierte Matroid M' = M\{y}/{x} betrachtet. Hierbei ist

M' = (E',C"), mit E' = E'\ {z,y}. Nach Definition der Operationen Kontraktion und

Loschen miissen in C™* die folgenden Cokreise enthalten sein:

¢4, mit C;t = CF \ {y} und CP2 = CY\ {z}

C!, mit ;7 = Cf \ {y} und C}°* = C?\ {z}

C3, mit C5* = Cf \ {y} und C = C9 \ {z}

Nach Lemma 5.11 gibt es dann auch einen Cokreis C}, mit C’;’ = () und

Cyt = (C7F Uz, 1)\ {u, }, mit @ # 2, ¢ C1F und y # gy, € C)F

Dann muss es einen Cokreis Cy € C* geben mit Cy = (C;" U {zy,}) \ {w, }, mit z;, #

Ty, ¢ Cf und y;, # y,, € Cf. Falls C; = 0, dann ist Cy, Cy, Cy eine Cokreisfolge. Falls

C, = {y}, gibt es nach Lemma 5.6 einen Cokeis Cs, so dass Cy, Cy, Cs eine Cokreisfolge

ist. U
Falls es nicht mdoglich ist, den Beweis fiir Dimension 4 auf den Beweis fiir Dimension

3 zuriickzufiihren, weil es nicht die entsprechenden positiven Cokreise gibt, kann gezeigt

werden, dass dann der zweite Schritt moglich ist, d.h. dass ein positiver Cokreis Cy

existiert, der Element einer Cokreisfolge ist. Der Beweis dieses Lemmas basiert auf der

gleichen Idee wie der Beweis zu Lemma 5.10. Der einzige Unterschied besteht darin,

dass nicht, wie in Lemma 5.10, das 4. Cokreisaxiom auf die beiden Cokreise Cy und C71,

sondern in diesem Fall auf die Cokreise 61 und C; angewendet wird. Der Inhalt des

folgenden Lemmas wird zunéchst durch ein Beispiel verdeutlicht:
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Beispiel 5.15. Angenommen, es gibt die Cokreise

=(0,0,0,0,+,+,+,+)
= (+,0,0,0,0,+,+,+)
= (0,+,+,+,0,0,0,+)
= (+,+,+,+,0,0,0,0) und es gibt den Cokreis
=(0,+,0,0,0,+,—, —).

Nach dem /.Cokreisaxiom muss es dann auch einen Cokreis

0,+,0,0,0,+,—,—) ¢ (+,0,0,0,0,+,+,+) = (+,+,0,0,0,+,0,7) geben. Falls es den
Cokreis (+,+,0,0,0,+,0,+) gibt, ist dieser Element einer Cokreisfolge. Falls es den
Cokreis (+,+,0,0,0,+,0, —) gibt, muss es nach dem 4.Cokreisaxiom den Cokreis
(+,+,0,0,0,+,0,—) o (+,0,0,0,0,+,+,+) = (+,+,0,0,0,+,+,0) geben. Dieser Co-

kreis ist auch Element einer Cokreisfolge.

Lemma 5.16. Sei E = {1, %9, T3, %4, Y1,Y2, Y3,Ys} und M = (E,C) ein orientiertes
Matroid. Sei weiterhin Cy ein positiver Cokreis mit Cj = {y1,y2,y3,y4} und Cy ein
positiver Cokreis mit C;f = {x1, 9, 23,24}. Falls es keine positiven Cokreise Cy und Cs
gibt, mit CoNCYNCIN{z1, To, 3,24} # O und Cy NCTN CF N {1, yo, ¥, ys} # 0 dann
gibt es eine Cokreisfolge Cy, C1, Cs.

Beweis. Nach Lemma 5.10 sind der erste und der vorletzte Schritt moglich, d.h. es
gibt positive Cokreise C; und Cs, die Elemente einer Cokreisfolge sind. Da C]" N Cy N
{y1,...,ya} =0, muss es einen Cokreis C; geben, mit (C; UCT) = (Cy U{z, )\ {u,},
2k, & CF g, € CfF, fiir den CONCIN{x1, . .., 24} # O und (CFUCT)NCEN{y1, . .., yu} #
0 gilt.

Als erstes wird angenommen, dass xy, € 6’\1+. Es wird nun durch Induktion {iber
|6’\17| gezeigt, dass immer ein positiver Cokreis Cy existieren muss, der Element der

Cokreisfolge Cy, C1, Cs ist.
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Induktionsannahme:
Falls z, € 6'\1+ und \6'\1_\ = n, dann gibt es einen Cokreis Cj.
Induktionsanfang: (n = 1)

Sei y;, € C, . Dann ist

CinCy = {y,}

(CFUCT)\ {wn} = CF U{mid\ {u)

(Cr UG\ {m} =10

Somit muss nach dem 4. Cokreisaxiom ein Cokreis Cy € C* exisieren, mit

C;— = Cf— U {xlﬂ} \ {yh}'
Induktionsschritt: (n — n + 1)

Sei 4, € C NC; . Dann ist

(CFUCT)\ i} € CF U fmn )\ {un}

(Cr UG\ {m} €T\ {w}

Dann gibt es einen Cokreis Cy € C*, mit ;,, 24, € Co und G, € Cr \{w, )
Da 52_ N{z1,...,24} = 0, muss nach Lemma 5.6 ein Cokreis Cy mit C5 = ()

existieren. Somit ist die Behauptung bewiesen.

Fiir den Fall, dass zy ¢ 6’\1+ ist, wird der negative Cokreis von 6’\1 betrachtet. Fiir diesen
kann dann Fall 2 angewendet werden. g

Aus den beiden Lemmata 5.14 und 5.16 folgt, dass es fiir jedes orientierte Matroid
mit Rang 5 eine Cokreisfolge Cy, C1, Cy gibt.

Satz 5.17. Sei E = {x1, 12, 3, Z4,Y1, Y2, Y3, Y4} und M = (E,C*) ein orientiertes Ma-
troid. Dann gibt es immer eine Folge von positiven Cokreisen Cy, Cy, Co, mit C;" =

G u{z; D U{m}, 2, € CF, e CF, 0 <i < 2.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Lemma 5.14 und Lemma 5.16. O
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Aus den beiden Sétzen 5.10 und 5.17 folgt, dass fiir jedes orientierte Matroid im
Rang 5 die ersten beiden Schritte moglich sein miissen. Das bedeutet, dass die Cokreise
Cy, C1, Cy und Cy immer existieren. Fiir den Beweis der Cokreisvermutung in Dimension
4 bleibt also zu zeigen, dass auch immer ein Cokreis C3 existiert, der Element einer

Cokreisfolge Cy, C1, Cs, C3, Cy ist.

Satz 5.18. Die Cokreisvermutung gilt fir alle orientierten Matroide mit Rang 5.

Beweis. Sei E = {x1, %2, T3, %4, Y1, Y2, Y3, Ya} €ine Menge und M = (E,C*) ein orientier-
tes Matroid. Dann gibt es 0.B.d.A. die folgenden Cokreise:

Co, mit CF = {y1, Y2, Y3, ya}

Cy, mit CF = {21,2,Y3, Ya}

Cy, mit Cy = {1, 22, Y3, ya}

Cy, mit Cf = {x1, 19, 73,74}

Angenommen, M ist ein Gegenbeispiel zur Cokreisvermutung. Dann darf es die folgen-
den Cokreise nicht geben: C3, mit C5 = (Cy U{z;}) \ {y;}, i ¢ {1,2}, j € {3,4}.
Angenommen, es gibt den Cokreis Cs, mit Cy = {x1, 2,73, ys} nicht, dann muss es
einen Cokreis C3 € C* geben, mit Gy Ci und Cy =C5 \ Gy

Es kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass z; € EL‘?L. Ansonsten muss es nach dem 2.
Cokreisaxiom einen Cokreis 6’; geben, mit 6’; = —6’;, und x; € EV?L.

Nach Lemma 5.6 und Lemma 5.9 gibt es immer einen Cokreis 63, mit
63_ N A{zk, Y1, Y2, Y3, ¥a} = 0, k ¢ {x1,22}. Somit miissen nur die beiden folgenden Fille

betrachtet werden:
1. Fall:zy € Cf, dann ist C; = @ und M kann kein Gegenbeispiel gewesen sein.

2. Fall: 53_ = {x,}, dann ist
Ci NCy = {z,}
Cy UCH \ {m2} = {21, 23,3, s}
Cy UC; \ {z2} = 0.
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5.3 Beweis der Cokreisvermutung fiir Dimension 4

Nach dem 4.Cokreisaxiom gibt es einen Cokreis C5, mit 6; = {1, %3, Y3, Ya}-
Ausserdem ist

CinCy = {2}

Ci UCH\ {2} = {o1, 23,20, 14}

Cy UGy \ {2} = 0.

Nach dem 4.Cokreisaxiom gibt es dann einen Cokreis C'5, mit 6; = {z1, 23,24, Ys}-
Damit ist Cy, Cy, Cs, Cs, Cy eine Cokreisfolge, im Widerspruch dazu, dass M ein
Gegenbeispiel ist. O
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6 Fazit

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass die Cokreisvermutung, die fiir realisierbare orientier-
te Matroide dquivalent zur d-Schritt-Vermutung ist, fiir die Dimensionen 3 und 4 gilt. Es
stellt sich nun die Frage, ob, und wenn ja, wie diese Beweise fiir beliebige Dimensionen
verallgemeinert werden kénnen.

Die Idee, den Beweis fiir Dimension d auf den Beweis fiir Dimension d — 1 wie in
Lemma 5.14 zuriickzufiihren, ist nur fiir bestimmte Fille moglich. Das liegt daran, dass
es in hoheren Dimensionen orientierte Matroide geben kann, bei denen es nicht moglich
ist, durch Loschen und Kontraktion ein orientiertes Matroid mit kleinerem Rang zu
erzeugen, iiber das Aussagen beziiglich der Cokreisvermutung gemacht werden kénnen.

Doch auch der Beweis fiir den letzten Schritt, d.h. fiir die Existenz eines Cokreises
Cgy-1, so dass Cy,...,C, eine Cokreisfolge ist, ldsst sich nicht fiir beliebige Dimensio-
nen verallgemeinern. Schon im Beweis fiir die Dimension 4 ist es notig, einen Schritt
zuriick zu gehen: Um eine vollstindige Cokreisfolge zu finden, muss hier die Existenz
sowohl des Cokreises 53, als auch des Cokreises Cs gezeigt werden. Fiir h6here Dimen-
sionen wird dieser Beweis deshalb ungleich komplizierter, weil nicht nur die Existenz
der Cokreise C3 und C, (wie fiir Dimension 4) gezeigt werden muss, sondern auch be-
wiesen werden muss, dass Cokreise éd_k, ey (7d_1, 1 < k < d—1 existieren, so dass

Coy..., Cyp_1, éd_k, ceey 5(1_1, Cy eine Cokreisfolge ist.
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